第 一 章 集 合 


8$1 基本 概念 


集合 是 数学 口 最 基本 的 概念 ,1874 年 德国 著名 数学 家 Cantor (1845 一 1918) 发 表 了 一 篇 题 
为 《关于 所 有 实 代数 数 所 成 集合 的 一 个 性 质 ) 的 论文 ,开创 了 现代 集合 论 的 研究 ,在 Cantor 创 
立 集 合 论 的 时 候 , 有 一 个 既 基 本 又 明显 的 向 题 却 一 直 困 感 着 数学 家 们 , 那 就 是 什么 是 集合 ?对 
于 这 个 问题 ,没有 一 个 严格 的 定义 。Cantor 曾 给 集合 下 过 定义 ,大 体 上 是 说 :一 条 性 质 决 定 一 
个 集合 ,所 有 满足 此 性 质 的 个 体 称 为 该 集合 的 元 素 。 在 此 基础 上 ,Cantor 建立 了 集合 论 体 系 ， 
即 补 壤 的 集合 论 体 系 。 对 于 Cantor 的 集合 论 体 系 , 在 1902 年 Russell 发 现 了 悖 论 , 即 著名 的 
Russell 悖 论 , 为 了 避免 迟 论 和 推动 集合 论 的 发 展 , 人 们 逐渐 地 建立 起 公理 集合 论 体 系 , 本 书 讲 
述 的 内 容 属于 朴素 集合 论 , 它 关于 集合 的 定义 是 用 描述 性 语言 给 出 的 ; 

定义 ” 当 我 们 讨论 某 一 类 对 象 的 时 候 ,就 把 这 一 类 对 象 的 整体 称 为 集合 。 

通常 用 大 写 的 英文 字母 表示 集合 的 名 称 。 

定义 ”集合 中 的 对 象 称 为 元 素 。 

通常 用 小 写 的 英文 字母 表示 元 素 。 

定义 ” 设 妇 为 集合 ,a 居 集 合 和 4 中 元 素 , 则 记 为 z€ 4;: 读 做 a 属于 4; 若 a 不 是 集合 4 中 
的 元 素 , 则 记 以 a 和 4, 读 做 4 不 惊 于 4。 

例如 ,所 有 自然 数 做 成 一 个 集合 4, 所 有 多 项 式 做 成 一 个 集合 8， 

我 们 可 以 说 ,3E A,ar+bEB.0.5&A。 

在 集合 论 中 ,元 素 , 集 合 及 属于 这 三 个 概念 是 最 基本 的 概念 ,其 它 概念 都 是 由 它们 定义 出 
来 的 ,一 个 集合 中 的 元 率 是 各 不 相同 的 (无 重复 性 ), 另 外 ,集合 中 的 元 素 没 有 先后 次 序 (无 次 序 
性 ),{a' 寻 和 他,e} 是 同一 集合 。 

集合 一 般 有 两 种 表示 方法 : ， 

1. 列举 法 : 列 出 集合 中 的 全 体 元 素 ,元 素 之 间 用 过 屋 分开 ,然后 用 花 括号 括 起 来 。 

例如 , 设 4 是 以 a,5,c,a 为 元 素 的 集合 , 则 可 表示 为 4= {a.bwe,d}。 

2. 描述 法 :用 集合 中 元 素 所 满足 的 忻 质 表示 集合 。 

例如 ,在 直角 坐标 系 中 ,以 原点 为 贺 心 的 单位 圆 圆周 上 所 有 点 作成 的 集 台 5 可 表示 如 下 ; 

$={(r,y) lr + y=1}, 

以 上 两 入 表示 方法 可 以 互相 转化 ,例如 , {zx|z 是 正 整数 }= (1.2，…n， 

定义 ”有限 个 元 素 做 成 的 集合 称 为 在 穷 全 ,无限 个 元 烷 做 成 的 集合 称 为 元 穷 集 ,不 含 元 素 
的 集合 称 为 空 集 , 记 为 5B。 例如 ,#E {8} .$$ 

定义 ” 当 4,B 两 个 集合 的 元 素 完 全 一 样 时, 则 称 集合 4.B 相 学 , 记 为 4 一 8。 

定义 ” 设 4,8B 是 两 个 集合 , 若 4 的 元 素 都 是 B 的 元 素 , 则 称 B 包 售 4 或 称 4 是 如 的 子 
业 , 记 为 4B. 若 4SCSB, 且 A 也 8B. 则 称 4 是 B 的 真子 集 , 记 为 ACB。 

例如 {1,2,3} 生 :1,3,3,4)， 

{1,2,3}C{1,2,3,4})， 
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(1,2.3,4} 宇 4 .2,3.4} 
显然 ,对 于 任意 两 个 集合 4.8,4 一 B 的 充 要 条 件 是 4 三 如 日 BCA, 这 人 也 是 证 明 斋 个 集合 
相等 党 用 的 方法 。 田 外 蝶 定 义 可 以 阁 出 空 集 是 一 切 集 合 的 子 集 日 空 集 是 唯一 的 。 
定义 ” 设 避 为 一 给 定 集 全 ,如果 卫 定 所 讨论 的 集合 都 是 巨 的 子 代 , 则 称 E 为 全 域 集 合 . 简 
称 会 全。 这 是 一 个 相对 性 概念 ， 
定义 设 4 是 集合 ,4 的 上 折 有 子 集 做 成 的 集合 称 为 4 的 军 集 , 记 为 pCA) 或 2。 
例如 , 若 4= fay, pCA)== $a ) ;oC 和) 二 {8)。 
显然 , 若 4 为 有 穷 集 , 元 素数 为 n, 则 2 的 元 素数 为 
CF 二 2 
下 面 介绍 集合 中 的 几 种 运算 
善 全 : 设 4,8 是 两 个 集合 ,属于 集合 4 而 不 属于 集合 召 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 4 
与 亡 的 差 集 , 记 为 4 一 B. 即 4 一 B 一 {zx|xEA 且 x 人 Bi}。 
走 来 积 ; 设 4,B 臣 两 个 集合 ,所 有 序 偶 (x,y) 做 成 的 集合 (其 中 之 是 4 中 的 元 来,y 是 日 
中 的 元 素 ), 称 为 4,8 的 直 箭 积 , 记 为 3XB, 即 4XB={(x,y)|r€EA 有 NyEB}。 
关 集 ; 设 4,B 是 两 个 集合 ,所 有 属于 4 或 属于 瑟 的 元 素 做 成 的 集合 , 称 为 4 和 瑟 的 闪 
集 , 记 为 4AUB, 即 AUB={x|rE€E4 或 rE B}。 
交集 : 设 有 4,B 是 西 个 集合 ,由 既 属 于 4 尺 属 于 8 的 元 素 做 成 的 集合 , 称 为 A 和 B 的 交 
集 , 记 为 AB, 即 A 门 B={zrlr€E4A BrEB}, 
余 集 ; 设 4 是 一 个 集合 ,全 集 五 与 4 的 差 集 称 为 4 的 余 集 , 记 为 ~A4, 即 ~A=!{x|rEE 
Hr&A}., 
不 难 证 明 , 对 于 任意 集合 ,B,C 有 如 下 算 律 : 
， 等 容 律 :A 门 4 一 4,4UA4A 一 A。 
交换 律 :A 站 B=8 门 4,4UB8=BUA。 
.结合 律 ;:(A4NBNC=43N (8) .AUB}YUC=AU (BUO)。 
. 分 配 律 :AN 站 C38UC)=({A4NBU CaANe), 
AU BENGO= AU BN CaUC)。 
. 城 收 律 :A 人 (A4UB}=4.AYU (CAMmMB)= 有 4。 
. 互补 律 :A 门 和 ~~4=$,A4U ~A=E。 
. De Morgan 律 :一 {A 站 B=~AU~B.~(AUB)}=~AN~B, 
. 同一 律 :EA=A.$gUA-A。 
. 零 一 律 :# 门 4=$,EUA=E, 
10. 双重 否定 律 :一 ~ 4 一 4。 
柄 如 ,我们 来 证 曲 :ANm CBUC)= (4NBDUCUNC, 
任 取 aE 4 (BUC), 即 a€4 且 2EBLIC, 亦 即 4€E A 日 4€EB 或 auEC. 于 是 aEANnB 
或 痢 EA4NG 蕉 aE (4 站 UC4N6)， 芭 泪 得 : 
A BUOECANDUANO 
任 取 5E CA4NBUGNO). 邮 5E .4B 或 者 $eEANC. 亦 即 5 二 4 县 5E DB. 或 者 5Ej 旧 
EC 总 之 bE4. 且 0EB 或 者 4EG. 即 EA PEBUC. 才 5E .ANN(BUCY。 即 证 得 : 
ANBUCANOCANGBUO 
所 以 .A CBUO- CNDUANG). 


大 


DC 


其 余 算 律 吉 类 他 证 明 ， 


1. 设 3S=!24af3) di,RR={(a},1,3,41 指 出 下 面 的 写法 哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 : 

ES ER, ad {3 EES, {al,l,3.d} TCR,R=S,.{a ES,a RGECR,¢E 
{la}: EREE, {HECS ER SE {13) .4}, 

2， 写 出 下 面 棠 全 的 才 集 合 。 

at 人 1 和 (了 .2 。 

3. 对 任意 集合 4,B, 证 明 : 

pA UPB)IEo AUB) 

PA NPB)=p .ANB) 

举例 说 明 :p(4)UptB8) 关 p(tAUB)。 


8S2 关 系 


在 日 常生 活 中 , 象 在 数学 中 一 样 ,关系 的 概念 是 一 个 基本 概念 。 例 如 ,在 人 群 中 有 朋友 关 
系 , 父 子 关系 ,同学 关系 等 等 ;在 数学 中 有 相等 关系 ,整除 关系 ,小 于 关系 .大 十 关系 等 等 。 不 难 
看 出 ,每 一 种 关系 都 描述 了 某 -- 集 合 中 两 个 元 素 之 间 的 一 种 特征 ,而 这 种 特征 也 可 以 用 一 个 集 
合 描述 出 来 、 

定义 设 A4,B 起 两 个 集合 ,集合 4XB 的 子 集 R 称 为 A4,B 上 的 二 元 关 素 , 当 4= 占 时 .& 
称 为 4 上 的 二 元 关系 ,简称 关 亲 。 对 十 a€ 8A,6EB, 若 (a.5)ER, 则 称 4.6 有 关系 民 , 记 为 
aRb; 若 (二; 办 ) 区 中 , 则 称 2 没有 关系 RR。 

例如 ,自然 数 立 问 的 大 于 关系 = (zsy)|zsy 是 自然 数 并 且 zy} 

人 磋 中 的 父子 关系 二 {1(7,y)!z,y 是 人 并 且 工 是 > 的 父亲 》 

关系 其 一 种 特殊 的 集合 ,所 以 集合 中 的 有 关 概 念 及 运算 在 此 仍然 成 立 。 

定义 ” 设 4,8B 其 两 个 集合 ,R 为 4,B 上 的 二 元 美 系 , 若 丸 一 $$. 则 称 民 为 空 关 素 ;各 尺 二 4 
XB, 则 民 称 为 全 关东 。 

定义 ” 设 4 为 任意 集合 ,1 是 有 4 上 的 二 元 关系 .并 有 满足 4 一 {Ca.a)iaE€ 4A1, 则 称 了 4 为 
4 上 的 恒 等 关 条 。 

例如 , 设 集 合 4 一 人 1 ,2)， 

集合 4 上 的 全 关系 一 !(] .1).(1,2)， (2 1) 2 2) 

Pe Gb 

类 旭 , 设 集 全 4 二 {3,3.4.,57, 集 合 及 上 的 关系 尺 心 分 别 为 

RR 二 二 ta)|u.68 均 是 次 中 元 素 . 量 4 划 除 洲 !， 

二 1(aD)|g 沪 圭 是 各 中 元 素 . 量 六 一 24- 则 

R= {2.2) ,3.3). 4.4).(5.5). (2.4)}. 

S—1(2.4)};. 

ROS— {2.4) 72:8, 

RUS= 12.2).13.3).(4.) .45.35).(2.4)!=R. 
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R—S=i(2,2).(3.3), (4 4 (553。 

出 定义 容易 证 明 : 

车 RR,S 县 集合 4, 吾 上 的 两 个 二 元 关系 , 则 只 ,5 的 交 . 并 , 差 , 余 化 是 4,B 上 的 二 元 关系 。 

下 面 我 们 把 二 元 关系 推广 到 元 关系 。 

定义 设 A,43,… ,54, 为 任意 x 个 集合 ; 则 AlX2BsX… XA 的 任意 子 集 RR 称 为 A.A,， 
yA 上 的 一 个 及 元 关 来 。 当 4 二 4 二 As= 二 :二 6. 时 , 尺 称 为 A4 上 的 nn 元 关系 。 

今后 我 们 研究 的 都 是 二 元 关系 ,并 且 是 同一 集合 上 的 二 元 关系 。 

定义 ”集合 区 .上 的 关系 民 称 为 有 反 身 性 ,如 虹 对 每 个 ZE4, 部 有 工 RY。 

例如 , 数 的 相等 关系 ,集合 的 子 集 关系 具有 反 身 性 。 父 子 关 系 , 数 的 小 于 关系 不 具有 反 庙 
性 。 

定义 ”集合 4 上 的 关系 尺 称 为 有 对 称 竹 ,如 果 zRy, 则 yRz, 其 中 工 ,y 是 4 中 的 元 素 。 

例如 , 辐 学 关系 ,三 角形 相似 关系 具有 对 称 性 。 集 合 上 子 集 关 系 , 数 的 小 于 关系 不 具有 对 称 
性 。 : 
定义 ”集合 4 上 的 关系 只 称 为 有 反对 称 性 ,如 果 若 有 xRy,yRzr, 就 有 xz=y, 其 中 zy 是 
4 中 的 元 索 。 

例如 ,集合 上 子 集 关系 , 数 的 小 于 等 于 关系 等 扩 有 反对 称 性 .三 角形 相似 不 具有 反对 称 性 。 

定义 ”集合 4 上 的 关系 尺 称 为 有 传递 性 ,如 虹 若 有 zxRy,yRz, 就 有 xzRz, 其 中 xy 是 用 
中 的 元 素 。 

例如 , 数 的 小 于 关系 ,集合 的 子 集 关系 等 具有 传递 性 。 平 面 上 直线 的 委 直 关系 不 具有 传递 
性 。 

由 定义 可 以 看 出 ; 

《1) 不 是 对 称 的 ;并非 是 反对 称 的 。 也 就 是 说 ,对 于 某 种 关系 ,可 能 既 不 是 对 称 关系 ,又 不 
是 反对 称 关 系 , 例 姐 ,集合 4 一 i1,2,3}14 上 的 关系 尺 ={(1,2),(1,3),《(3,1)},R 茎 不 是 4 上 
的 对 称 关 系 ,又 不 是 A 上 的 反对 称 关 系 。 

(2》 对 于 某 种 关系 ,可 能 既是 对 称 的 ,又 是 反对 称 的 。 例如 , 当 集 合 4 一 11,2,3},4 上 的 关 
系 只 一 ((1,1)，(2,2)， 3,3) 上 这 时 尺 既 是 上 上 的 对 称 关 系 ,又 是 如 上 的 反对 称 关 系 。 

当 和 友 是 有 限 集 合拍 ,关系 除了 用 集合 表示 外 ,还 可 以 用 给 阵 和 图 形 来 表示 ,这 样 做 不 仅 直 
观 , 形 象 ,更 有 利于 对 关系 的 研究 ,也 便于 计算 机 的 存储 。 

定义 设 4 一 laysdrs sa} ,RR 是 4A 上 的 关系 , 称 n 阶 方 阵 Ma 二 [rijj 为 起 的 关 素 起 浙 ， 
其 中 

_ 当 aRa; 
0， 当 a 与 a; 没 有 关系 

例 好 , 设 集 合 4 一 1.2.3, 4 吕 是 4 上 的 一 个 关系 ,有 = (1) 012). (2.3)，(2、.4) (3 

1),C3,3) .C3.4).C4.2); .NY 


上 
1 . 
i0 0 0 
定义 设 4=1alcsani5 玉 是 4 于 的 一 个 关系 ,用 壮 个 点 表示 元 素 aj.as、…*,4,: 这 些 


点 称 为 结 点 。 如果 Ray, 那么 由 结 点 4; 到 结 点 a; 作 一 条 有 向 弧 . 箭 头 指 向 w, 这 样 的 图 形 称 为 


一 ~ 
De 
a 


和 


cl 


第 - 章 集 全 
忍 的 关系 图 。 从 结 点 a 到 结 点 a, 的 有 向 驱 称 为 自 回 路 

上 和 合 中 的 关系 R 的 关系 图 如 图 1. 2. 1 所 示 。 

… 服 地 ,用 关系 矩阵 与 关系 图 来 判断 一 个 关系 
尺 是 否 是 反 身 的 ,对 称 的 ,反对 称 的 ,传递 的 ,有 如 下 
规律 ; 

(1) 车 关系 R 具有 反 身 性 , 当 昌 仅 当 在 关系 矩 
阵 中 , 主 对 和 角 线 上 元 素 全 为 1。 在 关系 图 中 每 个 结 点 
都 有 一 条 白 回 路 。 

(2) 若 关系 尺 具有 对 称 性 , 当 上 且 仅 当 关 系 矩 阵 
是 对 称 和 矩阵 。 在 关系 加 中 , 若 两 个 结 点 阁 存在 有 向 
弧 , 必 是 成 对 的 。 

《3) 若 关系 只 具有 反对 称 性 , 当 且 仅 当 关系 矩阵 中 以 主 对 角 线 对 称 的 元 素 不 能 同时 为 1， 
(可 以 同时 为 0) ,而 主 对 角 线 王 的 元 索 可 以 是 1 或 者 0。 在 关系 图 中 两 个 结 点 间 的 有 向 弛 不 可 
能 成 对 出 现 , 结 点 可 以 有 自 回路 。 

(4) 车 关系 丸 具有 传递 性 ,关系 官 阵 没 有 骨 显 特征 。 关系 图 的 特点 是 ,任意 两 个 结 点 a 
间 著 通过 一 条 以 上 的 攻 能 连结 起 来 的 话 , 则 必 有 一 条 从 = 到 4 的 弧 。 

定义 设 尺 是 集合 4 上 的 一 个 关系 : 令 

R-I 一 (7y,7)I7E A,y € 4, 并 有 有 rRy)} 
则 称 关 系 R-! 为 关系 RR 的 弟 。 

例 胡 ,小 于 关系 的 道 关系 是 大 于 关系 ,相等 其 系 的 逆 关 系 仍 是 相等 关系 ， 

命题 ”对 任意 关系 只 , 愉 一 尺 -' 的 充 要 条 件 是 只 具有 对 称 性 。、 

证 明 :; 必 要 性 ,对 任意 zRy, 因 为 = 二 R ,所 以 了 Roy 由 定义 有 3?Rzxr, 故 尺 具 有 对 称 性 。 

充分 性 ,对 任意 xzRy, 因 为 R 具 有 对 称 性 ,所 以 yRx, 由 定义 有 xzR 'y, 所 以 RSER…。 

同 理 ,R-'CR。 故 R=R- 1'， 

定义 ” 设 R,S 是 集合 4 上 的 两 个 关系 , 令 

RS5={(r,y)|zT€ 4,y € 4A 并且 有 一 个 xz € A 使 得 TRz,zSy} 
称 为 关系 丸和 的 乘积 。 简 记 为 RS 。 
例如 ,4 三 {1,2,3,4}， 
R={(2,1),(2.3).(4,3)), 
S={(1.2),(2,1),(2,4), (4,4)} 
则 RS=1(2,2)),SR={(1;,1),{1,3),(2,3), 《4,3)}。 由 此 可 以 看 出 关系 乘法 不 满足 交换 律 。 

又 如 ,关系 的 乘法 满足 结合 律 , 请 读者 自己 证 明 。 

定理 1 集合 4 上 的 关系 站 具有 传递 性 的 充 要 条 件 是 RRCRCRR 可 简 记 为 R*)， 

证 明 ; 必 要 性 , 任 取 (x,y)E R’, 于 是 存在 * 和 4, 使 得 

TRz .xRy 
因为 尺 有 传递 性 .所 以 有 Ry。 即 (x,y)ER, 故 R: 三 R。 

充分 性 . 任 取 zRyy,yRx, 直 据 关 系 的 乘积 定义 有 zxRsz, 因 为 Ri 生 R, 所 以 rzRz: 即 及 具有 
传递 性 。 

在 日 常生 活 中 和 在 数学 中 ,我 们 常常 磁 到 对 一 些 对 象 进行 分 类 的 间 题 。 便 如 ,对 一 些 几何 
你 撒 ,我们 可 以 使 用 面积 之 间 的 相等 关系 将 这 些 几 何 图 形 分 类 , 即 面积 相等 的 几何 图 形 算 做 一 


图 1.2.1 
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类 ,这 种 分 类 全 得 每 个 并 何 图 形 玫 必定 属于 某 类 ,并 旧 不 同类 之 问 没有 公共 元 素 . 又 如 ,在 人 群 
中 ,我们 可 以 用 同性 关系 将 大 群 分 类 : 匈 同 性 别 的 人 算 估 一 类 ， 这 种 分 类 也 使 得 每 一 个 人 都 必 
定 硝 于 某 类 .并 日 木 同 类 之 间 没 有 公共 汇率 。 因 此 ,任意 一 个 分 类 总 是 在 蘑 一 现 点 下 把 一 些 元 
素 看 作 是 同样 的 .并 用 希望 每 一 个 光束 在 这 陨 分 类 法 下 都 必定 属于 而 是 仅仅 属于 某 一 类 .具有 
这 种 功能 的 分 类 方法 ,在 数学 上 就 吊 做 一 个 等 价 关 系 ,其 严格 定义 如 下 : 

定义 ” 设 4 是 一 个 非 空 集 合 , 举 是 4 上 的 一 个 关系 。 如 果 兰 具有 反 身 性 ,对 称 性 .传递 性 . 
则 称 衬 是 一 个 等 价 关系 。 

例 邵 ,上面 失 到 的 几何 图 形 的 面积 之 阅 的 相等 关系 ,人 群 中 的 赔 性 关系 都 是 等 价 关 系 。 

又 如 :, 设 4=11,2,3},R= :11) (2.2) (3.3),(1,2), (2,1)}, 则 R 就 是 一 个 等 价 关系 

定义 ” 设 4 是 一 个 非 空 集合 ,全 中 4 上 的 等 价 关系 。 4 的 一 个 非 空 子 集 对 叫做 一 个 革 价 
类 ,如 果 

由 若 aEMPEM. 则 a 守 b。 

2) 若 aEM,6EM\ 则 (a.) 久 宇 ;或 者 

莽 2E Ma 之 NEM. 

摘 句 话说 ,如 果 M 中 任意 两 个 元 素 等 价 , 而 对 中 任意 元 豆 与 Mf 外 任意 元 素 不 等 价 , 则 i 就 是 
一 个 等 价 类 。 

例如 ,上 上 面 提 到 的 所 有 面积 要 等 的 几 们 图 形 就 组 或 一 个 等 价 类 (在 面积 相等 关系 下 }, 所 有 
男人 就 组 成 一 个 等 价 类 (在 同 些 关系 下 )。 

灵 如 , 设 A 二 11128,3).R 一 01.1), (022 03.3) (0.2) 021) , 则 存在 两 个 等 价 类 MM 一 
{] ,2},M,= {3}。 

定理 2 设 兰 是 集合 4 直 的 等 价 关 系 , 于 是 等 价 类 是 存在 的 。 

证 明 ; 任 取 aE4., 令 


f= {rir€E AFHra} 
显然 ,wf 非 空 。 
尾 取 mmE 好 ,rsE 好 .由 于 写 兰 cs 空 ws 而 宇 具 有 对 称 性 ,传递 性 ,所 以 zx, 实 zx,。 
任 取 习 E 胡 , 秒 六 兰 y 则 用 于 妆 主 < 所 以 y》 主 ae 故 yEM。 
因此 ,凡是 .个 等 价 类 。 
定理 3 设 兰 是 集合 4. 上 的 等 价 关系 ,Mi,M. A 
A-=MU My 出 … 
并 且 Mi 作 M 一 $1 关 闻 。 亦 即 . 集 人 台 4 上 的 等 价 关 系 把 4 分 成 了 互 不 机 交 的 等 价 类 。 
证 明 : 任 到 以 ;Mw 关 j。 若 及 EM 站 Mj: 则 任 取 aE M8EM,, 郁 有 4 衬 7 中 二 7 , 鼓 4 宇 
已 所 以 并 一 ai 不 盾 ， 
任 取 刀 忆 及 , 令 
MM 二 {rijx+E 有 AA 并且 > 空 a} 
由 定理 1 知 . 几 是 等 价 类 . 故 有 .使 得 A 一 M4。 因为 a€ NM 所 WW aE MU MU 
故 4CMIU MU…。 劝 外 显然 用。 
故 24=MIU MU*…. 
让 而 我 们 讨论 另 一 种 到 要 的 关系 ”部 分 序 关 系 。 
定 光 设 尽 足 集 他 二 上 的 -个 关系 .如果 忍 具有 反射 往 . 芭 对 称 忻 .传递 翌 . 由 和 花 玉 为 - 
个 部 分 序 关 条 (或 称 半 序 关系 )。 集 合 呈 在 部 分 序 关 系 只 个 届 成 一 个 部 今 序 蘑 (或 半 序 集 ), 记 


作 (4 ,及 )， 
显然 ,一 个 部 分 序 集 的 子 集 仍 为 部 分 序 集 。 

例如 ， 集合 中 的 耳 集 关系 就 是 一 个 部 分 序 关系 .由 一 些 集合 做 为 元 素 而 做 成 的 集合 .在 集 
合 的 子 集 关系 下 是 … 个 部 分 序 集 。 

通常 ,将 部 分 序 美 系 是 写 敌 之, 读 司 * 小 丁 或 等 二 ”、 

又 如 : 设 集合 腾 二 们 ,21,3), 玉 是 4 上 的 二 元 关系 ,R 王 1(1,1),(]1 ,2),(1,3).(2.2).(2， 
3),(3,3)}, 由 于 及 具有 反 身 性 ,反对 称 性 ,传递 性 , 故 RR 是 部 分 序 关 系 。 

定义 ”一 个 部 分 序 集 (4, 态 ) 说 是 一 个 序 集 ,如 果 对 4 中 任意 两 个 元 素 a,6, 必 有 a 莹 5b 或 
者 5<a。 序 集 有 时 也 称 为 链 。 

显然 , 序 集 的 子 集 仍 为 序 集 -。 

例如 , 数 的 乐 合 在 数 的 大 小 关系 下 做 成 一 个 序 集 。 

下 面 我 们 来 介绍 部 分 序 集中 一 些 特殊 元 素 。 

设 (4, 之 } 是 一 个 部 分 库 集 ,和 如果 4 中 有 一 个 元 素 Qa, 对 于 所 有 的 TE4, 都 有 工人 之 au 之 
x) , 则 称 a 为 集合 4 的 最 均 ( 最 小 ) 元 素 。 | 

六 中 元 素 4 说 是 一 个 投 大 ( 极 小 ) 元 素 , 如 果 除 a 之 外 .4 中 没有 元 素 了 .使 得 a 科 z(z 实 
a)。 

对 于 4 的 子 集 M,4 中 元 来 a 称 为 子 集 虹 的 一 个 上 界 ( 下 系 ), 如 果 对 M 中 任意 元 素 产 . 
都 有 zsakasi)。A 的 上 界 ( 下 界 ) 未 必 在 MM 中 ,甚至 JM 术 必 有 上 界 ( 下 界 )。 

对 于 4 的 子 集 好 ,4 中 元 素 a 称 为 子 集 妈 的 最 小 上 界 [ 或 称 上 确 界 ) ,如果 a 是 1 的 一 个 
土 界 .并 对 MM 的 任意 -个 上 上 界 了 ,都 有 a<z。 

同 理 , 可 定义 M 的 最 大 于 累 ( 或 称 下 确 界 )。 

- -个 部 分 序 集 , 可 以 用 所 谓 Hasse 图 直观 地 表示 出 来 、Hasse 图 的 画 法 如 下 :以 平面 上 的 


点 代表 部 分 序 集中 的 元 素 。 
1) 出 于 关系 全 是 反 身 的 .所 以 在 原 关 系 图 中 每 个 结 点 上 都 有 自 回 路 :为 了 作 图 方便 ,省 上 略 
每 个 结 点 上 的 自 加 路， 


2) 出 于 关系 衬 是 反对 称 的 .在原 关 系 图 中 如 果 结 点 a 与 pe 关 2) 之 间 有 弧 ,一 定 是 单 向 
的 ,我 们 规定 .如 果 a 泛 6 就 把 68 面 在 4 的 上 方 , 也 就 是 把 诛 关系 图 中 结 点 的 位 置 做 适当 调整 . 
使 盘 所 有 的 强 的 方向 都 是 向 上 的 .这 样 可 以 略 去 弧 上 的 盘 头 。 

3) 出 于 关系 入 是 传递 的 ,车 4 之 b,6<2Ze: 则 a 芝 e. 凤 从 a 关 b 有 一 条 弧 , 从 5 到 ec 也 有 一 条 
归 : 我 们 规定 ,省 略 掉 从 “= 到 < 的 -条 弧 。 也 就 是 说 , 若 某 两 结 点 之 问 有 et 
接 的 虹 连 接 ,那么 就 省 略 掉 这 两 结 点 问 的 条 弧 。 

例如 . 设 集合 4 上 有 具有 整除 关系 |, 试 对 (1)4=11.2.3.4.5.6i.(2)4 一 !2.3.6,12,24、 
36 分别 画 出 部 分 序 集 (4，) 的 Flasse 图 ， 

(1) = 3 (ty LD (1.6 22) 02.6) (3.3)、(3.6).。(+， 
4).(5.S) 6 6) 

[2)1 一 122?.(2.6).02, 13272247 (2.36).(3.37. 3.6). 03.12) ,03.34) .8.36) ,06 
6).(6-122 8324) (636) (12.127 .7122 人 (Ci2,36).024.247 038.36) ， 

(1) 与 (2) 的 Ilasse 鸭 分 州 由 图 1. 2.2 与 图 1.2.3 表示 

图 1.2.3 所 代表 的 部 分 序 集中 无 最 大 元 素 i 元 素 ,但 是 有 极 太 ,和 极 小 元 素 。24.36 基 航 
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妨 1.2.2 图 1.2.3 

大 元 素 ,2,3 是 极 小 元 素 。 对 于 子 集 {2,31,6 是 其 最 小 上 界 , 但 是 ,此 子 集 无 下 界 ,当然 更 没有 最 
大 下 界 。 


定义 设 只 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,RR 的 后 身 (对 称 ,传送 ) 闲 包 为 满足 下 列 茶 件 的 关系 
R': 
(1) RR 是 反 身 的 (对 称 的 ,传递 的 ) 
(2) RER!', 
(3) 车 R" 是 反 身 的 (对 称 的 ,传递 的 }, 且 有 REGSR”, 则 必 有 R' 生 RR"， 
尺 的 反 身 闭 包 记 作 7CR) ,对 称 闭 包 记 作 stR) ,传递 闭 包 记 作 CR)。 
下 面 给 出 求 这 几 种 球 包 的 定理 ,关于 它们 的 证 明 部 分 请 读者 自己 给 出 。 
定理 4 设 失 是 集合 丸 上 的 二 元 关系 ,大 是 集合 4 .上 的 恒 等 关系 , 则 CR)= 二 R14。 
定理 5 设 是 集合 和 上 的 二 元 关系 , 则 sR)=RU RT! 
定理 6 设 R 是 集合 及 上 的 之 元 关系 : 则 zt(R)=RUR:URIU"。 
推论 设 只 是 有 限 集合 4 证 的 二 元 关系 ,4 的 元 歼 为 x, 则 有 zt(R)}=RURU…UR". 
例如 , 设 集合 4= tl,2,3,4:,R 是 集合 4 上 的 关系 ,R= (1,2),(2,1), (2,3).(3,4)，, 求 
六 及) ,sR) (及 )。 
解 ={(1,1),(2,2),03.3),(d,4)} 
R71={(2,1) ,1,2).(3,2). (4.3)} 
R24(1,.1) ,61.3),(2,2),(2.4)) 
R?={(1,2),61 ,4).(2.1), (2,3)} 
Rt={0,1),61 .3).(2.2).(2.4)) 
rR)=RULa= {0.0) 12) ,2.1),(2,2),(2,3),63,3).(63,4), (4,4)} 
s(R)=RURT:={01,2).62.1) (8,3) ,3.2),(3,4), (4,3)} 
RY=RURURIUR ={C1,1).C1.2), 61.3), (1,4). C2,1),(2,2),(2.3).(2.4). 


(3,4): 
习 是 


1, 设 R.$ 号 集合 4 上 的 两 个 关系 , 试 证 明 下 列 等 式 ， 
(RS 一 SI 
(R-!)-1=R 
(RUS)- 一 RUS- 


(RNSY~!= Rf S-! 
2. 设 尽 是 集合 如 上 的 关系 。 令 
R11 二 {{x,3) 1x 人 Ay € A 并 有 存在 xn 六 0, 使 得 zxR"y; 
证 明 Rt 是 尺 的 传递 闭 包 。 
3. 若非 空 关系 只 是 不 反 身 的 ,是 对 称 的 , 试 证 明 R 不 是 传递 的 。 
4， 若 集 台 4 上 的 关系 是 对 称 的 ,反对 称 的 , 试 指明 关系 丸 的 结 询 。 
5. 设 只 是 非 空 集合 4 上 的 关系 ,如 果 
1) 对 任 党 aE 有 4, 痢 有 aRa。 
2) 阁 aRb ,aRe ,NM BRe, 
证 明 ;R 是 等 价 关 系 。 
6， 有 人 说 :“ 等 价 关 系 中 的 反 身 性 可 以 不 要 ,因为 反 身 性 可 以 从 对 称 性 和 传递 性 推出 :由 
对 称 性 ,从 a 法 可 得 6 守 a, 再 由 传递 性 得 a 宇 a”。 你 的 意见 呢 ? 
?， 若 集合 4 的 关系 尺 .5S 具有 对 称 性 ,证 明 ;RS 具有 对 称 性 的 充 要 条 件 为 RS 一 SR。 
8. 若 尺 是 等 价 关 系 , 试 证明 R-! 也 是 等 价 关 系 。 
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映射 是 数学 上 个 基本 概念 ,也 是 -种 特殊 的 二 元 关系 。 

定义 设 4 和 B 是 两 个 任意 非 空 集 合 ,o 是 4A,B 上 的 一 个 二 元 关系 , 若 对 于 每 一 个 aE€ 
4 都 有 了 唯一 的 5EB, 使 (ea0Ec 则 称 关 系 为 从 4 到 吾 的 映射 , 记 作 5:4~ 也 。 

对 于 (4a,8) Ec, 称 a 为 原 象 , 称 》 为 的 象 , 记 作 o(e)=p。 集 合 4 称 为 映射 = 的 定义 域 。 

设 rc( 人 一 (lcte) 一 5 对 所 有 的 eaE 4j), 称 为 的 值 成 ,或 象 的 集合 。 

跨 射 与 一 般 的 关系 有 如 下 的 重要 区 别 : 

映射 对 于 集合 4 中 的 每 一 个 元 素 都 有 象 且 象 唯一 ,而 关系 没有 这 一 严格 规定 。 

定义 设 c。 和 + 是 从 集合 入 到 的 两 个 映射 ,车 对 于 所 有 的 a&€4, 都 有 ola)=r(a), 则 
称 映射 o 和 7 相 车 , 记 作 o=t。 

下 面 介 绍 几 种 特殊 映射 。 

定义 ” 设 o 是 从 集合 4 到 5B 的 映射 ， 

(1) 车 oC4)=B, 则 称 o 为 从 有 A 到 BB 的 满 射 ; 

(2) 若 当 a 关 & 时 ,有 ola) 关 otB) ;或 省 当 ol2)==o( 如 时 必 有 2=5, 则 称 o 为 从 及 到 B 的 
单 射 或 称 一 对 一 映射 

(3) 车 s 既 是 满 射 又 是 单 射 , 则 称 o 为 从 4 到 互 的 双 射 ,或 称 一 一 对 应 映 揣 。 

例如 ， | 

(1) 设 r 是 正 整 数 天 整数 的 映射 ,rx)= 二 小 于 54 的 完全 平方 数 , 则 

t= .0).(2,1) 3,1), (4.1), 65.2),.)} 

歼 z 既 不 是 满 射 , 又 不 是 单 射 ,更 不 是 双 射 。 

(2) 设 * 是 实数 到 实数 的 映射 ,rtr) 一 2 -10. 则 rz 婚 是 满 射 ,又 是 单 射 .所 以 也 是 双 射 。 

(3) 没 rt 是 正 整 数 到 实数 的 映射 ,cn 二 lgn, 当 轨 关 RR 时 ,显然 有 lgm 了 Ign , 故 r 是 单 射 . 
又 因为 mw 在 正 整 数 中 取 值 ,所 以 lgrmr 不 可 能 取 遍 实数 ,所 以 不 是 满 射 .当然 也 不 是 双 射 。 

定义 ” 设 o:4-B 是 双 射 ,a 的 道 关系 称 为 上 的 这 映射 , 记 作 ec: ;8 一 A， 
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显然 ,so ! 也 是 双 射 ,并 且 对 任意 aE 4 ,部 有 c (ou))=a。 

定 闵 ” 设 o 尽 集合 4 到 集合 BB 为 的 耽 射 .r+ 是 集合 互 到 集 台 上 为 的 肌 射 , 则 映射 * 与 映 
射 = 的 乘积 是 一 个 从 4 到 王 的 路 射 , 记 作 zo, 双 

ro awc)laEArcEC,B 存 在 1B, 使 得 = sa) .二 Tb) }, 

不 难 证 明 : 映 射 的 乘积 满足 结合 律 , 但 是 不 满足 交换 律 。 

铝 集 原理 ”如 果 zx 个 稿子 飞 进 n 个 龟 笼 中 , 旭 至 少 有 一 个 驴 答 中 有 个 或 个 以 上 个 锥 
于 ,其 中 


[mn 盾 虹 整除 吉 
[bfj 十 1 ”否则 
例如 . 试 证 在 宇 个 自然 数 中 ,总 能 找到 大 个 数 41S&ssa) ,使 它们 的 积 被 4 整除 。 
证 明 : 设 这 个 自然 数 为 ma: 考虑 如 下 一 组 数 ， 
b=al 
b; = as 


2 


ba 二 "十 
用 2 去除 记 ,… ,5b,, 设 余数 分 别 是 sr,， 
C1) 若 余 数 有 一 个 是 零 , 则 问题 已 证 :; 
A Dg ek el 
所 以 ,ar 必 有 桥 个 余数 一 举 , 设 为 ri,rj <j, 则 #2 能 整除 5 一 ==aipi 十 … 十 a,。 
定义 ”如果 集合 4 是 有 穷 集 或 .4 可 以 与 自然 数 集合 NN 建立 双 射 . 则 称 集合 4 是 可 数 集 
全 ;元 素 个 数 不 是 有 限 的 可 数 集 合 称 为 可 数 无 劣 全 会 ; 若 号 不 是 可 数 集 合 , 则 称 4 为 不 可 数 集 
不 难 证 明 , 对 于 可 数 无 穷 集合 ,可 以 把 它 的 元 素 编号 


Ca 


地 字 


例如 , 滁 有 整数 集合 是 互 数 集 合 ， 
整数 与 自然 数 的 -- 对 应 关系 如 下 : 
ww----1 当 一 0 
2 当 >0 
z-- 2 一 1 当 .rs<0 
定理 1 可 数 集合 药 子 集 仍 为 可 数 集 合 、 
证 明 ;1) 老 此 可 数 代 全 为 专 穷 集 . 册 其 子 集 仍 为 有 穷 集 ,显然 是 可 数 集 台 ， 
21 若 此 可 数 集 人 台 为 无 穷 集 . 划 此 集 令 由 的 元 者 可 表 为 
a ti 
它 的 子 集 可 以 这 样 编号 :从 左 同 丰 看 上 ) 第 一 个 是 子 集中 元 素 的 记 为 必 ,第 二 个 是 于 集 
中 元 素 的 记 为 ce 于 起. 此 车 集 的 元 素 醋 袁 为 
OE 
由 定义 烛 , 此 子 集 是 豆 歼 集合 - 
定理 2 人 全体 实数 拓 成 的 集合 尽 不 可 数 集合 。 
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证 明 :由 上 一 个 定理 知 ,只 要 证 明 (0,1) 区 间 内 的 实数 不 可 数 就 可 以 了 。 
若 不 然 ,我们 可 以 把 (0,1) 区 间 内 的 数 排 成 一 个 序列 ， 
OQ, wiiciaatl3， 
0, ddsdss""* {2) 


0 gsd sss"" 


我 们 考虑 下 面 的 数 : 
Drrare (3) 
其 中 
a 4 天 1 有 二 1.2， 
‘2 au 二] 


显然 ,(3) 是 (0,1) 区 则 内 的 数 , 但 它 却 不 是 序列 (2) 中 的 任 一 个 数 。 事实 上 ,对 {2) 中 任 一 个 数 
0.eaassasy 因 为 天 关 ay: 故 0.anmwak 天 0.rire…* 与 假设 矛盾 。 故 (0,1) 区 间 内 的 实数 
不 可 数 , 所 以 实数 集 不 可 数 。 

定理 3 集合 4 的 元 烷 不 能 与 4 的 所 有 子 集 建 立 一 一 对 应 映射 。 

证 明 : 假 定 为 4 到 4 的 所 有 子 集 作 元 素 的 集 人 台 上 的 一 个 一 一 对 应 , 令 

B= {rlreA 并 日 x clr)} 
于 是 ,存在 唯一 一 个 元 素 5E A; 使 得 
vip) = B, 

车 5E€B;, 则 出 B 的 定义 知 45aotb), 即 5 区 B, 矛 插 。 

车 5 多 B, 即 5&@ol8), 于 是 由 B 的 定义 知 ,5EB, 蔬 盾 。 

因此 ,在 4 与 4 的 所 有 子 集 作 元 素 的 集合 之 间 , 不 能 建立 一 一 对 应 。 

下 面 我 们 讨论 集合 的 势 与 连续 统 问题 。 

定义 ” 设 如 ,8B 是 两 个 集合 .如 果 肌 ,8 之 间 存 在 一 一 对 应 , 则 称 4.8 等 势 , 记 作 .41= 
iB|, 

例如 .整数 集 全 与 白 然 数 集 合 等 热 。 有 理 数 集合 与 自然 数 集合 等 势 。 

车 两 个 有 穷 集合 等 势 , 则 它们 的 元 数 相等 。 

定 叉 ”等 势 关 系 是 等 价 关 系 , 它 把 所 有 集合 分 成 等 价 类 ,等 价 类 的 名 字 叫 做 该 等 价 类 中 集 
合 的 基数 。 

所 有 的 可 数 无 穷 集合 基数 都 相同 . 记 为 多 ,所 有 与 (0.1) 区 间 等 势 的 集合 基数 记 为 名 或 
Cs 

下 面 我 们 给 基数 规定 大 小 ，; 

设 4,B 是 集合 ,车 4 与 B 的 一 个 子 集 可 以 建立 一 一 对 应 , 则 规定 141 坟 iBi, 车 ,4 去 
1B| 月 1a 去 1B8,; 则 规定 |A41<18|。 

连续 统 问题 按照 基数 的 大 小 可 排 为 : 

Lo 


是否 存在 集合 S ,使 得 
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1938 年 .Godel 证 明了 连续 统 问题 与 集合 论 公 理 是 相 容 的 , 即 证 明 连 续 统 问题 不 成 立 是 不 
可 能 的 。 

1963 年 ,Cohem 证 明了 连续 统 问题 与 集合 论 公理 是 独立 的 , 即 证 明 连 续 统 问题 成 立 是 不 
可 能 的 。 

因此 ,所 谓 连 续 统 向 题 是 不 可 能 解决 的 。 


习 是 


1. 证 明 , 映 射 的 乘法 满足 结 台 律 ,举例 说 明 :映射 的 乘法 不 满足 交换 律 。 
2 设 a 是 集合 名 到 集合 入 内 的 映射 。 证 明 , 对 的 任意 子 集 4, 吾 ,有 
(4 门 BICe(a) 站 azCB) 

举例 说 明 :c(4 门 吾 ) = 一 ca) 门 c 人 如) 不 成 立 。 

3、 设 e 尾 集 合 M 到 集合 NN 内 的 映 设 。4 是 的 子 集 ,M 中 所 有 在 4a 下 映射 到 4 中 的 元 
素 集 合 称 为 4 的 逆 象 集 , 记 为 5 4)。 若 4, 召 是 六 的 任意 子 集 ,求证 :ao(4n 8 一 4) 
fe!(B)., 

4 证 明 : 全 体 整 数 做 成 的 集合 ,全 体 有 理 数 做 成 的 集合 都 是 可 数 集 合 。 
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第 二 章 “命题 逻辑 


$1 基本 概念 


命题 氨 辑 研究 的 对 象 是 命题 。 所 谓 命 区 是 指 一 句 有 真 假 意义 的 话 。 
例如 ,北京 是 中 国 的 首都 "是 命题 ,而 且 它 是 真 的 ,长 春 是 中 国 最 大 的 城市 ?是 命题 ,但 它 
是 很 的 。 
“关门 1”“ 你 上 万 ?” 这 种 命令 和 问 话 ,不 是 命题 。 
下 面 , 命 题 用 大 写 英文 字母 PQQ，… ,Pi, 了 了 ,，*… ,表示 。 
如 果 一 个 命题 是 真 的 ,就 说 它 的 真 值 是 1, 如 果 一 个 命题 是 假 的 ,就 说 它 的 真 值 是 0。 我 们 
也 用 1 代 支 个 抽象 的 真 命题 用 0 代表 一 个 抽象 的 假 命题 。 
定义 设 忆 是 一 个 合 题 , 合 题 *P 是 不 对 的 " 称 为 了 的 否定 , 记 以 一 卫 , 读 作 非 .一 了 是 真 
的 当 且 仅 当 卫 是 候 的 。 
例如 ,P:; 上 海 是 -- 个 城市 。 
一 已 :上 海 不 是 一 个 城市 。 
定义 设 了 ,QQ 是 两 个 命题 ,命题 “已 或 者 久 " 称 为 P,Q 的 析 取 , 记 以 有 V 久 . 读 作 三 或 QQ。 
规定 PYQ 是 真 的 当 且 仅 当 P,Q 中 至 少 有 一 个 是 裕 的 。 
例如 ,P 了 :今天 下 雨 ， 
和 :今天 刮 风 ， 
PVYQ; 今 天 下 丽 或 者 刊 风 ， 
定义 设 了 .QQ 是 两 个 命题 ,命题 *P 并 且 QQ" 称 为 P,Q 的 会 取 , 记 以 PAQ, 读 作 P 且 Q. 
规定 了 信人 @ 是 真 的 当 且 仪 当 卫 和 多 都 是 真 的 。 
讽 如 ,PP;2X2=5， 
让 : 轨 是 黑 的 ， 
PAQ:2X2=5 并 且 雪 是 黑 的 。 
定 忱 设 P,Q 是 两 个 命题 .命题 “如 果 户 ,; 则 QQ”" 称 为 草 肖 Q@, 记 以 了 一 Q@。 规定 .PQ 
是 假 的 当量 仅 当 了 是 真 的 而 已 是 假 的 。 
例如 ,P;A(zr) 是 可 微 的 ， 
人 &@;Fz) 是 连续 的 ， 
P 和: 若 六 z) 是 可 微 的 , 则 六 rr) 是 连续 的 。 
显然 ,出 定义 知 , 当 于 是 真 的 , 包 足 真 的 对 ,命题 一 @ 是 真 的 。 这 各 虽 常生 活 中 语言 "如 
果 … 则 … "的 意思 是 一 我 的 。 代 由 定义 知 , 如 拒 PP 是 很 命题 . 则 不 管 Q@ 是 什么 命题 ,命题 "如果 
了 . 则 QQ" 在 命题 逐 辑 中 部 被 以 为 十 真 命题 . 
例如 , 疡 :2X2=-5- 
入 : 雪 持 黑 的 ， 
于 是 , 辣 题 <" 媳 果 2X2 一 5. 则 守 是 号 的 "是 真 命题 。 这 是 和 和 人们 日 常生 锋 中 语言 不 -~- 致 的 
地 方 。 
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定义 ” 设 忆 ,是 两 个 命题 ,命题 *P 当 且 仅 当 急 " 称 为 王 竹 价 驴 , 记 以 PeQ。 规定 .PmQ 
是 真 的 当 且 仅 当 产 .Q 或 者 都 是 真 的 ,或 者 都 是 假 的 。 
例如 ,已 :az 十 下 一 a2， 
人 :0 一 0， 
卫 二 和 @:a: 十 天 一 哇 当 且 仅 当 5=0。 
下 面 , 我 们 用 大 写 的 英文 字母 P,Q,R,… 等 代表 一 个 抽象 的 命题 ,或 称 为 命题 符号 。 
定义 ”命题 符号 称 为 原子 。 
例如 ,QQ ,3 ,… 等 部 是 原子 。 
定义 ”命题 逻辑 中 的 公式 ,是 如 下 定义 的 一 个 符号 串 ; 
(1) 原子 是 公式 ， 
(2) 车 G1 日 是 公式 , 则 (一 C),(GY 万 ),(GA 万 ),(G- 五 ),(Ge 妞 ) 是 公式 
{3) 所 有 公式 都 是 有 限 次 使 用 (1),(2) 得 到 的 符号 串 。 
为 了 省 括号 ,有 如 下 规定 ， 
1, 公式 (一 G) 的 括号 可 以 省 略 , 写 成 ~G。 
2， 整 个 公式 的 最 外 层 括 号 可 以 省 略 。 
3. 五 种 逻辑 连结 词 的 优先 级 技 如 下 次 序 递 增 ， 


+ YY， 一 


例如 ,我 们 窟 符号 串 
PAQVR~QA— SYR 
就 意味 着 是 如 下 公式 ， 
((PAQY BR) QA (SY R))) 

由 定义 知 ,公式 是 由 命题 符号 , 迎 辑 连结 词 ,括号 组 成 的 符号 串 , 而 命题 符 导 是 抽象 的 ,所 
以 ,如果 不 对 命题 符号 给 以 解释 ( 即 指定 命题 符号 为 真 或 假 ), 则 公式 没有 真 值 可 言 . 反 之 , 若 对 
所 有 命题 符号 都 给 以 解释 ， 有 

定义 ” 设 C 是 命题 公式 ,4,…,4, 是 出 现在 G 中 的 所 有 原子。 指定 4,,…,4。 的 一 组 真 
值 , 则 这 组 真 值 称 为 的 一 人 

设 G 是 公式 ,是 GG 的 一 个 解释 ,显然 ,G 在 1 下 有 真 值 ,通常 记 为 T(G)。 

俩 如 ,G= 了 AQ, 设 解释 了 ,了 如下; 
.2 Q i PeQ 
:1 1 eT 70 
则 Ti)= 1,TrG)=0 
定义 ”公式 G 在 其 所 有 可 能 的 解释 下 所 取 真 值 的 表 , 称 为 的 真 值 表 。， 
显然 .有 ?个 不 同 原子 的 公式 ,共有 2" 个 解释 ， 
例如 ,= (二 人 A 久 ) 一 尺 , 其 真 值 表 如 下 ， 


车 公式 G 中 出 现 的 所 有 原子 为 4 ,，……4,, 有 时 我 们 用 {mi av) 表示 G 的 一 个 解释 /， 

其 中 
_ /4 当 44 在 IT 下 为 1 时 
-人 当 贞 在 了 下 为 0 时 六 

例如 ,上 例 公 式 G 的 真 俩 表 中 第 二 个 解释 就 可 以 记 为 {PP ,一 Q@,R}。 

定义 公式 C 称 为 恒 真 的 (或 有 效 的 ) ,如 果 G 在 它 的 所 有 解释 下 都 是 真 的 ;公式 C 称 为 
得 假 的 (或 不 可 满足 的 ); 如 果 C 在 它 的 拆 有 解释 下 都 是 假 的 ;公式 G 称 为 可 满足 的 ,如 果 它 不 
是 便 假 的 。 

显然 ,上 是 恒 真 的 当 旦 仪 当 一 G 是 恒 候 的 。 

G 是 可 满足 的 当 且 仅 当 至少 有 一 个 解释 1, 合 GG 在 I 下 为 真 . 
车 GG 是 伍 真 的 , 则 G 是 可 满足 的 ,反之 不 对 。 

如 果 公 式 G 在 解释 了 下 是 真 的 , 则 称 了 满足 C: 如 果 C 在 解释 了 下 是 做 的 , 则 称 了 I 开 候 局 。 

判定 问题 能 否 给 出 一 个 可 行 方 法 ,对 任意 的 公式 ,判定 其 是 否 基 恒 真 公式 。 

因为 一 个 命题 公式 的 解释 的 数目 是 有 穷 的 ,所 以 命题 逻辑 的 判定 问题 是 可 解 的 (可 判定 
的 ,可 计算 的 ), 亦 即 ,命题 公式 的 便 真 , 恒 假 性 是 可 判定 的 。 

定义 公式 G, 玉 说 是 莘 价 的 , 记 以 G= 五 ,如 果 CG, 呈 在 其 任意 解释 了 下 ,其 真 值 相同 。 

显然 ,公式 局 ;于 等 价 的 充 要 条 件 是 公式 Gm 里 是 恒 真 的 。 

两 个 公式 间 的 等 价 关系 ,有 反 身 性 ,对 称 性 和 传递 性 。 

不 难 验证 ,下 面 的 基本 等 价 式 是 成 立 的 。 

1) (GEH)=(G>H)A(H>0); 

2) (GH)=(— GY HH): 


3) GYG=G,G AG=0; 2: (等 螺 律 》 
4) GY H=HVYG.GAH=HAG:; 5 交换 律 》 
SGVIHVYS)=GY HIVYS,GA(HAS)=GAH}NS:; (结合 律 ) 
6) GY (GAH)=G.GA(GY H)=G: 《吸收 律 ) 
DOVIHAS)=CV HA(CGYHI ,GAHYI=GAH)Y (GAS): (分 配 律 ) 
8}) GVO—G,GAl=G; { 间 律 ) 
9) GAC=O0GY 1=1: ( 零 一 牡 ) 
10) GY H=— GhA—H,mGNH)=—0Y—H, (De Morgan 律 } 


定义 ” 设 驴 是 逻辑 运算 符 导 集合 , 若 所 有 逻辑 运算 都 能 出 人 & 中 元 素 表 示 出 来 ,而 各 的 仁 
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意 真子 集 无 此 性 质 , 则 称 Q 是 一 个 完备 集 。 
可 以 证 明 ,{ 一 , 入},{ 一 ,VY } 都 是 完备 集 。 
定义 ” 没 P, 忆 是 两 个 命题 ,命题 ^P 与 QQ 的 否定 ” 称 为 P 与 Q@ 的 与 非 式 . 记 作 P*Q。* 称 
作 与 非 连 结 词 。 PP 个 Q 为 正当 且 仅 当 卫 ,Q 不 同时 为 真 。 
由 定义 可 知 :P*Q= 一 (PAQ) 
定义 ” 设 P,RQ 是 两 个 命题 ,命题 *P 或 QQ 的 否定 " 称 为 P 与 @ 的 总 非 式 , 记 作 PyQ.j 称 
作 或 非 连结 词 . 已 + Q 为 息 当 有 仅 当 己 ,@ 同时 为 假 。 
由 定义 可 知 :Py4Q@= 一 (PYQ) 
下 面 我 们 来 说 明 !^ } 是 完备 集 。 
P=P 4P 
PVYQ=(P¢P) 1 (QQ) 
PAQ= (PHQ) 4 (PHQ) 
读者 可 以 自己 证 明 { 4 } 也 是 完备 集 。 


习 题 


1. 设 命 惠 ,QQ 的 真 值 为 1 ,命题 尺 ,S 的 真 值 为 0, 试 确定 下 面 命题 的 真 值 ; 
(GCCPACQAR))V 一 ((PVQJACRYVS)) 
(2)( 一 (PAQIV 一 RJV(CC 一 PAQ)V 一 R)AS)》 
(3}{ PAQ YE—RIYV (RY PY) rRY—5)) 
(PY (Q>(RA2PD) RQY —5) 
2. 证 明 下 上 面 的 等 价 式 : 
(1) {PAFQOARDY (QARYY (PAR)=R 
C2) P— (QP)=— Pr(PQ) 
(3) Pr (QV R)=(P2Q)Y (PR) 
(4) (PE>Q) A (R=>Q)= (PY R)—>Q 


3$2 范 式 


我 们 将 介绍 命题 公式 的 一 种 标准 形式 , 即 范 式 ,两 个 命题 公式 庆 否 等 价 及 -一 个 公式 是 否 便 
假 (或 恒 走 ?的 判定 ,都 将 由 公式 的 范式 来 解决 。 

定义 ”原子 或 原子 的 藻 定 称 为 文字 。 

例如 ,P. 一 P 是 文字 。 

定义 ”有 限 个 文字 的 析 取 式 称 为 一 个 子 身 ;有 限 个 文字 的 合 取 式 称 为 一 个 租 语 。 

特别 ,一 个 文字 经 可 称 为 是 ~- 个 子 句 .也 可 称 为 是 个 知 诸 ， 

例如 ,P,PYRQ. 一 PYQ 是 于 名 ,PPAQ,-=PA 一 Q 蚌 短 语 。 

定义 ”有 限 个 短语 的 析 了 到 式 称 为 神 取 范式 ;有 痕 个 子 句 的 合 取 式 称 为 会 取 范 式 。 

竺 别 , 一 个 文字 茎 可 称 为 是 一 个 分 取 范 式 , 也 可 称 为 是 一 个 析 取 范式 ,一 个 子 名 ,一 个 短语 
既 可 看 做 是 合 歌 范式 ,也 可 看 做 是 本 取 范 式 。 

例如 ,P,PAQ.PYQ,(PAQ)Y (一 PA 一 Q) 是 析 取 范式 ,P,PAQ,PYQ.(PYQIA 
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(->PYR) 是 合 取 范式 。 
定理 1 对 于 任意 命题 公式 ,都 存在 等 价 于 它 的 析 取 范式 和 合 取 范式 。 
证 明 ; 对 于 公式 C, 通 过 如 下 算法 即 可 得 出 等 价 和 于 G 的 范式 : 
步 1." 使 用 基本 等 价 式 ,将 G 中 的 逻辑 连结 词 习 , 呈 删 除 。 
步 2. 使 用 一 (一 如 )= 妃 和 De Morgan 律 ,将 G 中 所 有 的 否定 号 一 部 放 在 原 了 之 前 。 
步 3. 反 复 使 用 分 配 律 , 即 可 得 到 等 价 于 G 的 范式 。 
例如 ,CG 一 (PA(Q~R)) >S 
一 一 (PA( 一 QVR))YVS 
一 一 PV 一 (QQVRIVS 
一 -7?PV (QRA—RIYS ( 析 取 范式 } 
一 ~>PV(QA 一 RJVCSACQY 一 QQ)) 
二 一 PY (QA 一 R)VCAQ)V (CSA 一 Q) ”(《 析 取 范 式 ) 
=(—PYS)V QAR) 
一 (一 PVSVQ)A( 一 PVYSY 一 只 ) 《 合 取 范式 ) 
显然 ,给 出 一 个 公式 C, 它 的 范式 是 不 唯一 的 ,能 和 否 有 唯一 的 标准 形式 呢 ? 有 ,这 就 是 下 面 
将 要 引进 的 主 范式 的 概念 。 
定义 设 P,…,P, 是 个 不 同 原 子 ,一 个 短语 如 困 恰 好 包含 所 有 这 个 原子 或 其 否定 、 
县 其 排列 顺 岸 与 也 ,Pp, 的 产 序 一 致 , 则 称 此 短语 为 关于 P sp, 的 一 个 械 小 项 。 
显然 ,共有 2" 个 不 同 的 极 小 项 。 
例如 ,对 原子 了 ;QQ ,RR 而 言 ,PA 一 QAR, 一 PA 一 QAR, 了 PAQAR 都 是 极 小 项 ,但 是 ,P， 
一 PAAQ@ 不 是 极 小 项 ;而 一 PAQQ 对 原子 PP, 仿 而 言 是 极 小 项 。， 
显然 ,对 于 个 原子 P,…,P, 而 言 ,其 不 同 的 解释 共有 2 个 ,对 于 Pi,…,P, 的 任 一 个 极 
小 项 me, 2' 个 解释 中 ,有 且 只 有 一 个 解释 使 mw 取 1 值 。 
例如 ,对 了 ,QQ, 尺 而 言 ,一 PAQA -7R 是 极 小 项 ,解释 {一 了 ,人 @Q, 一 尺 } 使 该 极 小 现 取 1 值 ， 
其 他 解释 都 使 该 极 小 项 取 0 值 。 
如 果 将 真 值 1,0 看 做 是 数 , 则 每 一 个 解释 对 应 一 个 ”位 一 进 数 。 
假设 使 极 小 项 mm 取 1 值 的 解释 对 应 的 二 进 数 为 i, 今后 将 澡 记 为 mi。 
例如 ,对 卫 ,QR,RR 而 言 ,-…rPAQA 一 R 是 极 小 项 ,解释 (0.1,0) 便 该 极 小 项 取 1 值 ,解释 (]， 
1,0) 对 应 的 二 进 数 是 2, 于 是 一 AQAA 一 R 记 为 ms。 对 P,Q,R 而 言 ,8 个 极 小 下 与 其 对 漳 的 
解释 如 下 ; 


极 小 项 
一 PA 一 QA--R | 
一 PA 一 QAR 
一 PPAGQA 一 及 


PAQAR 
PA—QA ER 
PA—QAR 
PAQAER 
PAQAR 
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但 此 ,一 般 地 ,对 Pw, 了 ,而 言 ;2 个 机 小 项 为 p92 yz li。 
下 面 ,我 们 就 给 出 主 范式 的 概念 。 
定义 ” 设 命题 公式 C 中 所 有 不 同 原子 为 P,P 如 困 G 的 某 个 析 取 范式 G' 中 的 每 一 
个 短语 ,都 是 关于 P,,…,P, 的 一 个 极 小 项 ,由 称 G' 为 G 的 主 析 取 范 式 。 人 恒 假 公式 的 主 析 取 范 
式 用 0 表示 。 
定理 2 ”对 于 偷 题 公 式 厂 ,都 存在 等 价 于 它 的 主 析 取 范 式 。 
证 明 :; 由 定理 1 知 ,存在 析 取 范式 ,使 得 G=C0'。 设 6 中 所 有 不 同 原子 为 P,…,P: 对 于 
G' 中 每 一 个 短语 G; 进行 检查 ,如 果 Gi 不 是 关于 P….P, 的 极 小 项 , 则 Gi 中 必然 缺少 原子 
Pi Pa 因为 
G'= G0 A Pa VY 一 Pi A A (Pa Y 一 Pi) 
一 7 YN mi 
于 是 将 G' 中 非 极 小 项 G 化 成 了 一 些 极 小 项 之 关 取 .对 G 中 其 他 非 极 小 项 也 做 如 上 处 理 ,最 后 
得 等 价 于 G 的 主 析 取 范 式 C 。 
在 定理 2 的 证 明 中 ,实际 上 已 经 给 出 了 求 公 式 的 主 析 取 范式 的 方法 。 
例如 ,G= 一 (RP}Y (QQACPYVR)) 
= RY PVAPY (QAR) 
=(—PARYY (QAPOY (QAR)Y 
= PARIANEAOY QDY (QAPIA ERY RY (QAR}A(— PYP)) 
=(~rPAQARYY (PA—QOAR)YV (PAQARI VY (PARQRA—R) 
寻找 与 公式 G 等 价 的 主 析 取 范 式 , 也 可 以 通过 真 值 表 来 做 。 
例如 ,公式 G 二 《PAQ)Y (一 PAR)Y (QAR) 的 真 值 表 如 下 ; 


于 是 ,G 的 主 析 取 范 式 为 (PA 一 QAR}YYV (一 PAQAR)YV (PAQA—R)Y (PAQAR) 

下 面 我 们 来 证 明 这 种 方法 的 正 乌 性 。 

对 于 公式 各 ,用 这 种 方法 写 出 主 析 取 范式 G', 若 解释 1 使 G 取 1 值 ,而 在 7 下 取 ! 值 的 唯 
一 极 小 项 写 在 C 中 , 故 C 也 取 1 值 ., 若 了 使 G 取 0 倩 ,而 在 7 证 取 1 的 唯一 极 小 仿 不 在 避 中 旦 
工 关 假 其 它 所 有 极 小 项 , 故 (7 取 0 值 .所 以 心 是 与 上 等 价 的 主 析 取 范式 。 

定理 3 设 公式 各 . 妃 是 关于 原子 PP 的 两 个 主 析 取 范 式 、 如 果 CG, 五 不 完全 相同 . 
由 (7 不 等 价 ， 

证 邹 : 因 为 避 . 瑟 不 完全 相同 ,所 以 或 者 CG 中 有 一 个 极 小 项 不 在 晴 牛 ; 或 者 反之 。 不 妨 设 
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极 小 项 mm; 在 G 中 而 不 在 及 中 。 于 是 根 据 极 小 项 的 性 质 .二 进 制 数 ; 所 对 应 的 关于 Pi.….P。 
的 解释 工 使 m; 取 1 值 ,从 而 使 公式 CGC 取 1 值 , I 使 所 有 不 是 m; 的 极 小 项 取 0 值 :从 而 使 公式 
五 取 0 秆 。 故 避 , 瑟 不 等 价 。 
出 定理 2,3 可 得 到 如 下 定理 
定理 4 对 于 任意 公式 G ,存在 唯一 一 个 与 6 等 价 的 主 析 取 范式 。 
模仿 主 析 取 范式 的 概念 不 崔 给 出 证 合 取 范式 的 概念 ,请 读者 作为 练习 ,自己 给 出 。 
下 面 我 们 讨论 ,能 否 纵 出 一 个 能 行 方法 , 即 在 有 限 步 之 内 ,判定 一 个 命题 公式 是 否 恒 真 或 
便 假 ,这 就 是 通常 所 说 的 判定 问题 。 
用 真 值 表 法 可 以 解决 这 一 判定 问题 ,但 是 这 个 方法 即使 基 借 助 于 计算 机 也 是 不 好 用 的 ,下 
面 我 们 讨论 另 一 种 方法 ， 
引 理 ”短语 是 恒 假 的 当 且 仅 尖 至少 有 一 个 原子 及 其 将 定 { 也 称 互 补 对 ) 同 时 在 此 短语 中 出 
现 。 
证 明 :充分 性 ,车 有 一 个 诛 子 PP 及 其 否定 一 P 同时 出 现在 短 诸 中 , 则 此 短语 有 形式 ; 
已 人 一 已 人 
显然 ,不 管 是 什么 解释 1,PA 一 PP 在 1 下 取 0 值 ,于 蚌 此 短语 在 1 下 取 0 值 ,故此 短语 恒 假 。 
必要 性 , 若 短 语 僵 假 ,而 任意 原子 及 其 否定 均 不 同时 在 短语 中 出 现 。 那 么 , 取 这 样 的 解释 
了 :指定 带 有 否定 号 的 原子 到 省 值 ,不 带 否 定 号 的 原子 取 1 值 ,显然 ,此 短 庄 在 这 个 解释 了 下 取 1 
值 , 与 此 短语 恒 假 了 矛盾。 
定理 5 命题 公式 是 恒 假 的 当量 仅 当 在 等 价 于 它 的 析 取 范式 中 ,每 个 短语 均 至 少 包 含 
一 个 原子 及 其 否定 。 
证 明 ; 设 G 的 析 取 范式 如 下 ; 
G=CVY…VC 
其 中 G; 是 短语 ,1=1.*',n。 
显然 ,公式 G 但 假 的 充 要 条 件 是 每 个 G; 但 假 。 再 根据 引 理 ,此 定理 结论 显然 成 立 。 
便 如 ,判断 公式 G= (PQ) A (Q-rR)A CR->P) 是 否 恒 假 。 
解 :C = (PQ) A (QR} A (RP) 
=(—PYQ A EQY RA (RYP) 
=-(( 一 PA 一 和 )V (QA QVY (HPARIY (QARY A RYP) 
一 《一 有 一 外头 一 民 )V (和 NA 一 入 六 一 是 ) VC 一 只 下 展开 一 及 》V QARADR) 
V (一 忆 A 一 QAPJVIQA 一 QAPJV (一 PARAP)V(QARAP) 
故 公式 G 不 是 恒 假 的 。 
又 如 ,判断 公式 G= (PQ) AP 人 一 Q 是否 恒 假 。 
解 :0 = (PQ)APA—Q 
一 (一 PVRQ)APA 一 息 
= (一 已 APA 一 QIV (QAPA—A) 
故 公式 驯 是 短 假 的 ， 
除了 上 而 介绍 的 解决 判定 问题 的 方法 外 我 们 还 可 以 用 下 面 两 种 方法 解决 这 个 问题 : 
1 把 公式 化 成 主 析 孔 范 式 ， 
公式 惧 假 时 , 主 析 惧 范 式 没 有 极 小 项 ;公式 恒 真 时 . 主 桥 取 范 式 有 全 部 骸 小 项 。 


20 离散 数学 


2， 一 种 判定 算法 

对 任 给 要 判定 的 命题 公式 C. 设 其 中 有 原子 已 ,PP, 令 疡 取 1 值 , 求 C 的 真 值 , 或 
为 1, 或 为 0, 或 成 为 新 公式 Ci 且 其 中 只 有 原子 了 。,"…* ,27,, 再 令 Pi 取 了 09 值 , 求 G 真 值 ,如 此 继 
续 , 到 最 终 只 含 0 或 ! 为止 ,车 最 终结 果 作为 1, 则 公式 G 便 真 , 若 最 终结 果 全 为 0, 则 公式 G 
便 假 , 若 最 终结 果 有 1, 有 0, 则 是 可 满足 的 。 


例如 ， (PAQzR)A (PQ) >(P—rR) 
P 取 1 值 了 了 取 0 值 
{QQ>R) AQ>R 1 
Q@ 取 1 ZN 已 到 0 值 
R->R 1 
RR 取 1 值 ， R 取 0 第 
1 1 


所 以 ,此 公式 是 恒 真 的 。 
习 丁 


CPVYOA— (PATOY 一 是 ))) Y (一 中 A 一 息 ) Y (PAR) 

是 恒 真 公式 。 

2. 模仿 主 析 取 范 式 的 概念 ,引进 主 合 取 范 式 的 概念 。 并 证 明 : 对 任意 命题 公式 ,存在 唯一 
一 个 与 其 等 价 的 主 合 取 范 式 。 

3. 证 明 ; 命 题 公 式 G 是 异 真 的 当 且 仅 当 在 等 价 于 它 的 合 取 范式 中 ,每 个 子 句 均 至 少 包含 
一 个 原子 及 其 和 否定。 

4， 试 将 下 列 公 式 化 为 析 取 范式 和 合 取 范式 : 

a) PAP—R) 

b) 一 (CPYQ)e(PAG) 

5, 试 将 下 列 公式 化 为 十 析 到 范式 和 主 合 取 范式 : 

a} P>((P>Q) 人 一 (一 入 V —P)); 

b}y PY -PO (一 入 一人) )) 。 

6, 判断 下 列 公 式 是 恒 真 ?信和 假 ” 可 满足 ? 

a} {(P>(R@ARDA TEP- EQOA RR)); 

by P-r(PA (RQ-*>P)); 

c) (QP A (EP AQ); 

d} (+—PY— QPem—E 0), 
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$3 公式 的 总 涵 


逻辑 的 一 个 重要 功能 是 研究 推理 。 固然 ,依靠 等 价 关系 可 以 进行 推理 。 但 是 ,进行 推理 时 ， 
不 必 一 定 要 依 时 等 价 关 系 ,只 需 是 蕴涵 关系 就 可 以 了 。 
例如 , 若 三 角形 等 采 , 则 两 底 作 相 等 ， 
这 个 三 角形 等 腰 、 
所 以 ,这 个 三 角形 两 底 角 相等 。 
又 如 , 若 行 列 式 两 行 成 比例 , 则 行列 式 值 为 0， 
这 个 行列 式 两 行 成 比例 ， 
所 以 ,这 个 行列 式 佳 为 0。 
上 面 两 个 例子 的 推理 关系 涵义 不 同 ,但 依据 的 推理 规则 相同 ,推理 形式 为 ; 
着 卫 则 久 ,了 , 岂 以 @， 
推理 的 正 俯 性 与 命题 下,Q 涵义 无 美 ,只 决定 于 逻辑 形式 ,命题 馆 辑 中 用 公式 表示 命题 , 命 
题 间 演绎 挫 埋 关系 ,反映 为 公式 间 逻 辑 蕴 涵 关 系 。 : 
定义 ” 设 避 ,及 是 两 个 公式 , 称 玉 是 6G 的 逻辑 结果 (或 称 G 菠 池 五) , 当 目 仅 当 对 避 , 瑟 的 
任意 解释 工 ,如 果 了 满足 G, 则 了 也 满足 五 , 记 作 上 = 日 。 
注意 :符号 全 和 符号 = 一样 ,它们 都 不 是 逻辑 连结 词 , 国 此 ,G= 互 :G 一 也 不 是 公式 ， 
一 是 一 种 部 分 序 关 系 。 
不 难 证 明 ,公式 G 蕴涵 公式 互 的 充 要 条 件 是 :公式 GH 是 恒 真 的 。 
例如 ,PAQ=P,(P=Q)=Q 
定 叉 说 DG， ;如 是 公式 。 称 刀 是 Gi, ,GG 的 逻辑 结果 (或 称 G1 GG, 共同 应 泛 
百 ), 当 且 仅 当 公 式 CA…AG。 蕴 涵 互 。 
显然 .公式 电 是 CC, 的 逻辑 结果 的 充 要 订 件 是 :公式 LGA，…AG.) 一 五 ) 是 恒 真 
的 。 
例如 ,了 P,P 一 Q 共同 萤 涵 所。 
定理 1 如 果 互 ;,……, 互 。, 忆 共 问 蕴 遂 公式 已, 则 五 ，… :五 - 共 同 冀 涵 公 式 PQ。 
证 明 : 因 为 { 吾 / A… 五 。A 卫 ) 一 入 ,所 以 公式 (AAA 五 *A 忆 ) 一 马 是 恒 真 的 .利用 下 面 
的 基本 等 价 公式 : 
Pi (Pp) = (PAP)—P, 
于 是 .(HiA AFH, AP>Q— HAAHA PR) 放 (Hi A AH.)>(P+Q) 
是 恒 真 的 .所 以 右 ;,… 五。 共同 薄 涵 P 一 QQ。 
例如 ,因为 公式 DP 一 Q.Q 一 RR. 了 共同 莉 般 玉 , 所 以 P-Q.Q-R 共 间 列 涵 P 一 R。 
定义 设 S 是 -个 命题 公式 的 集合 (前 担 集 合 }。 从 推出 公式 6G 的 一 个 演绎 是 公式 的 一 
个 有 限 序列 ， 
人 
其 中 ,GG 或 者 属于 5 .或 者 是 某 些 Gtj<< 站 的 思 辑 结果 。 并 日 C 就 是 G。 我 们 称 公式 如 为 此 演 
绎 的 逻辑 姑 果 ,或 称 从 3 演 经 出 避 。 有 时 也 记 为 S=2 人 9。 
例如 . 设 $= PYQ.Q->R, 了 PY 放 ,一 避 ! 则 下 面 的 公式 序列 
oP rr MEP PY RRND- RR 
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就 是 从 3 推出 尺 的 -个 演绎 。 

从 演绎 的 定义 知 ,演绎 中 仅仅 使 用 了 蕴涵 的 概念 ,也 就 是 说 ,演绎 是 在 蕴涵 概念 下 进行 的 ， 
下 面 给 出 的 定理 说 明 ,演绎 也 中 一 种 草 涵 ,只 不 过 是 换 了 一 种 形式 。 

引 理 设 G, 矿 ,,H, 是 公式 。 如 果 忆 区 活 五 ,C 槛 洱 五:, 则 G 草 涵 五 : AH,。 

证 明 : 任 取 G,H,H, 的 一 个 解释 了。 车 I 满足 G, 由 假设 知 .J 满足 五 ,I 满足 召 :, 故 工 满 
足 吾 : A 互 :。 由 了 的 任意 性 ,所 以 C 一 (五 ,人 五 ) 。 

定理 2 设 3 是 公式 集合 ,C 是 一 个 公式 。 于 是 ,从 3 演绎 出 如 的 充 要 条 件 是 各 是 3 的 逻 
辑 结果 。 

证 明 :必要 性 , 没 从 3 演绎 出 C, 令 


GL Gs 
是 这 个 演绎 。 
对 任意 CiGt 一 1,… 光 ), 往 证 G; 是 的 逻辑 结果 。 对 ;用 归纳 法 . 
当 i=1 人 时 ,办 GLES, 显 然 
GAm0, 
是 恒 真 公式 , 故 5=>GL: 即 G, 蚌 S 的 逻辑 结果 。 

设 i<<n 时 ,命题 成 立 。 

当 i=n 时 ,车 G,ES, 则 5=>G,, 归 纳 法 完成 。 

者 G. 是 某 些 GGj<<n) 的 逻辑 结果 ,不 妨 设 

(Ga A A GEG, (1) 

其 中 及 ,…, 衣 者 小于。 

由 归 纵 很 设 知 ,5=>G%0twx= 二 1 ,及 。 由 引 理 知 : 

SG A A Gh) (2) 

根据 (1), (2) 式 及 蕴涵 关系 的 传递 性 ,得 

$=>G, 
部 C. 是 3 的 逻辑 结果 ,归纳 完成 。 
充分 性 , 若 G 是 5S 的 逐 辑 结果 ,由 演绎 的 定义 知 ,G 是 如 下 演绎 ; 
GG 

的 逻辑 结果 ,其 中 加 ,……G: 是 5S 中 所 有 公式 。 

定理 3 设 3 是 前 提 公 尺 集 合 ,G, 态 是 两 个 公式 。 如果 从 SU1G} 可 演绎 出 右 , 则 从 5 可 
演绎 出 C- 一 玖 。 

证 明 : 因 为 从 SUICI} 可 演绎 出 五 ,由 定理 ? 知 ,五 是 SU'G} 的 逻辑 结果 。 亦 即 

(AAG AG)SH 

其 中 CC 是 3 中 所 有 公式 。 

出 定理 1 知 : 

(GAA GDC— HH) 

妈 G~~HH 是 S 的 逻辑 结果 ,再 由 定理 2 知 ,类 5 可 演绎 出 G~ 扣 。 

在 命题 欣 辑 中 进行 演绎 .要 不 断 地 使 用 已 启 的 斑 酒 公式 .这 去 我 们 知道 的 基本 等 价 式 当 然 
三 以 当做 两 个 蕴涵 式 使 用 ;因为 G== 厂 的 充 条 件 是 (6 如 ) 和 (了 =>G) (读者 不 难 自己 证 
明 ) .下 而 我 们 肯 给 出 -~- 些 基本 获 涵 式 . 以 借 在 演 综 时 使 用 .这 些 基 本 列 溺 式 的 正确 性 .和 留 给 读 
者 自己 证 明 。 
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~- 些 基本 昔 涵 式 : 
- PAQR=P 
. PAQ=Q 
. P>PYQ 
. Q=PYQ 
. —P= (P+*Q) 
. Q= (PQ) 
, (Pr =P 
. 7(P+Q)= 
. PQ=PAQ 
10. 一 P,PVQA=Q 
11， 了 ,PP 一 QQ 一 和 
2， 一 息 , 了 一 和 全 一 呈 
13, P>Q,Q RS>P—+rR 
14. PYQ,P+R,Q>R=R 
至 此 ,给 出 两 个 公式 妃 , 瑟 ,证 明 恕 北 涵 瑟 , 我 们 有 如 下 几 种 方法 : 
1. 真 值 表 法 ; 
2. 证 G 一 再 是 恒 真 公式 : 
3. 利用 一 些 臣 本 等 价 式 及 蕴涵 式 进行 推导 ，; 
4. 任 取 解释 了 , 若 1 满足 GG, 往 证 【满足 天 
5. 反 证 法 , 设 结论 假 . 往 证 前 提 假 。 
若 给 出 前 提 集 合 S={C:,……'G) ,公式 G, 证 明 S=>G 有 如 下 两 种 方法 ， 
于 CA 人 Ci 一 CC 
2 形式 演绎 法 :根据 一 些 基本 等 价 式 和 其 本 区 酒 式 , 从 5 出 发 ,演绎 出 ,在 演绎 过 程 中 
我 们 遵循 以 下 三 条 规则 ， 
规则 1， 可 随便 使 用 前 提 。( 和 根据 演绎 定义 ) 
规则 2， 可 随便 使 用 前 而 演绎 出 的 某 素 公式 的 逻辑 结果 。( 根 据 演 绎 的 定义 ) 
规则 3. 如 果 需 要 演绎 出 的 公式 是 P-*Q 的 形式 , 则 我 们 可 将 了 做 为 附加 前 提 使 用 ,而 力 
图 去 演绎 出 人 @。( 根 据 定 理 3) 
例如 .证 明 {(PYQ),(P>R),(Q->S)}=>SYR 


全 


1. PYQ 规则 1 

2. =P+Q 规则 2 ,根据 1 
$3. Q-*5 规则 1 

4. PS 规则 2, 恨 据 2,3 
5. —S—P 规则 2. 根据 4 
6. P-—*R 规则 1 

7. ~—S—R 规则 2, 根据 5.6 
8. SVR 规则 >. 很 据 7。 


六 好 ,证 明 {P 一 (BQ 一 S), 一 RYP,Q} 二 RS 
i, RYP 规则 1 


24 离散 数学 


2. R 规则 3 
3.P 规则 2. 根 据 1,2 
4. P=(Q—5) 规则 上 
5. Q->S 规则 2. 根据 3.4 
6. Q 规则 1 
7. 3 规则 2 .根据 5.6 
8、 只 ->S 规则 3. 根据 2,7 


再 如 ,车 三方 拒绝 增加 工资 . 则 墨 工 不 会 停止 ,除非 黑 荆 超过 一 年 并 且 工 | 经理 辞职 。 问 : 
如 困 厂 方 拒绝 增加 工资 ,而 黑 工 又 刚刚 开始 , 回 工 是 否 能 停止 ? 
令 卫 :三 方 拒绝 增 如 工资 : 


息 : 黑 工 停止 ; 
及 :工厂 经 理 辞 职 ; 
3 :加 工 超 过 一 年 。 
于 大 ， 
Gi:( 疡 A 一 (只 AS)) 一 一 入 
Gs:P 
G3: 
H:—Q 
我 们 要 证 明 : 五 是 'G ,G6;,G,1 的 馆 辑 结果 。 
1. 一 9 规则 1 
2, SY—R 规则 2, 良 据 1 
3. ~ (RAS) 规 由 2, 根据 2 
4.P 规则 1 
5, PA RAS) 规则 2, 根据 3,4 
6. 《PA 一 (RAS)) 一 Q@ 规则 1 
7, —Q 规则 2, 根 据 5,6 
亦 即 . 田 工 不 会 停止 ， 


习 是 


I. 设 3=!:C…Cw ;是 命题 公式 集合 。 试 求 出 从 5 出 发 演绎 出 的 所 有 命题 公式 ， 
提示 :考虑 CA…AG, 的 主 合 取 范 式 。 
2. 证 明 :两 个 公式 之 间 的 荡 涵 关系 具有 反 身 性 , 友 对 称 性 和 传递 性 。 
3, 证 明 , 苍 前 提 集 合 $ 中 的 公式 者 是 恒 真 的 ,人 是 从 8 出 发 的 一 个 演绎 的 逻辑 结果 , 叫 G 
才 是 恒 真 公式 。 
4 设 CC, 是 公式 。 证 最 :从 导出 发 可 演 绊 出 公式 G 的 充 要 杀 件 时 从 
发 可 演绎 出 公式 (全 A 一 六 。 其 中 及 为 任意 公式 。 
5. 证 骨 下 列 殖 涵 式 : 
a) (AQ 一 PP rRQ) 
by) PQ+P) 


ty 
Ci 
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ce) (PP 一 (QQ 一 RR)) 一 (PP 一 多 ) 一 ( 记 -> 只 ) 
qd) PrQ=>P— (PARQ) 
e) (PQ)-"Q=>PYQ 
f} (PY 一 PP) 一 @) 一 ((CPY EP RS QR) 
g) (QPA—PY)>(R>(PA—P))= (RQ) 
6. 让 朋 {CYD1CYD) 一 一 HH ,一 H>(4A 一 B), (A 人 一 B)->(RY5)} 共 同 北 涵 RYS。 
7. 证 明 {PYQ,QR,P>M, 一 MM) 共 同 痢 涵 RA CP YQ)。 
8, 证 明 { 一 PVYQ, 一 QVYR,R 一 S$) 共同 交 涵 P 一 5。 
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第 三 章 ”一 阶 丈 辑 


8》1 谓词 与 曹 词 


命题 琅 辑 研究 的 基本 元 头 是 命题 ,命题 是 有 真 假意 义 的 一 句 话 ,而 对 这 澡 话 的 结构 和 成 分 
是 不 考 虚 的 。 因此, 几 这 样 简单 的 手段 ,很 多 思维 过 程 不 能 在 命题 逻辑 中 表达 出 来 。 
例如 ,逻辑 学 中 著名 的 三 段 论 ， 
凡人 必死 
张 三 是 人 
张 三 必 有 死 
在 命 大 逻辑 中 就 无 法 表示 这 种 推理 过 程 。 
因为 ,如 果 用 卫 代表 “ 几 人 必死 "这 个 命题 ,Q 代表 * 张 三 是 人 ”这 个 命题 ,及 代表“ 张 三 必 
死 ? 这 个 命题 , 则 按照 三 段 论 ,应 该 是 已 和 外 的 好 辑 结果 。 但 是 ,在 命题 远 辑 中 , 尺 却 不 是 了 
和 名 的 逮 辑 结果 ,因为 公式 
PAQ—>R 
显然 不 是 恒 真 的 :解释 {P,Q ,一 尺 , 就 能 型 候 上面 的 公式 。 
发 生 这 逢 情况 的 不 因 是 :命题 逻辑 中 描述 出 来 的 三 盘 论 , 即 PAQvR, 使 RR 成 为 一 个 与 
卫 ,@ 无 大 的 独立 命题 ， 因 此 , 取 解 释 时 ,可 将 P,Q 取 真 ,R 取 假 ,从 而 弄 假 公 式 PAQ->R。 但 
是 ,实际 上 命题 尺 是 和 命题 P,Q 有 关系 的 ,只 是 这 种 关系 在 命题 逻辑 中 无 法 表示 。 为 了 表示 
出 这 三 个 命题 的 内 在 关系 ,我 们 需要 引进 调 启 的 概念 。 
定义 ” 设 孔 是非 空 个 体 名 称 集合 。 定 义 在 D" 上 取 值 于 {1,0} 上 的 % 元 沙 数 . 称 为 » 元 命 
题 画 数 或 工 元 谓词。 其 中 D' 表示 集合 五 的 六 次 笛 卡 尔 采 积 。 
一 般 地 ,一 元 谓词 描述 个 体 的 性 质 , 二 元 或 多 元 谓词 描述 西 个 或 多 个 个 体 间 的 关系 。0 元 
谓词 中 无 个 体 ,理解 为 就 是 命题 ,这 样 ,一 阶 逮 辑 包 括 命题 邮 辑 。 
下 面 我 们 举 一 个 谓词 的 例子 : 
令 Crs 高 于 y” 于 是 ,GCCzr,y) 是 一 个 二 元 谓词 。 将 > 代 以 个 体 * 张 二 ”x 代 以 个 体 
“ 李 四 ”, 则 G( 张 三 , 李 四 ) 就 是 命题 ,“ 张 三 高 于 李 由 ”。 随 便 将 r,y 代 以 确定 的 个 体 .由 G(r， 
») 都 能 得 天 一 个 命题 。 但 是 ,G(x.y} 不 是 命题 .而 是 一 个 辣 题 函 歼 即 谓词 。 
十 大, 用 谓词 的 概念 可 将 三 段 论 做 如 下 的 符号 化 : 令 
五 (2 表示 “是 人 ” 
Mr 表示 "xz 必 歼 ” 
则 三 段 沦 的 三 个 命题 表示 如 下 : 
P:HCO)-rMU) 
妇 : 五 ( 张 三 ) 
:MM( 张 二 ) 
那么 ,在 命题 逻辑 的 基础 上 ,仅仅 引进 谓词 的 裤 念 是 否 就 可 以 了 昵 ?下 而 的 例子 说 明 , 仅 有 
谓 调 还 是 不 够 的 。 例 杂 我 们 想得到 “命题 "P 的 否定 “命题 .应 该 就 是 “命题 "一 疡 。 但 是 ， 


ka 
~ 
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P= 一 [ETr) Mr)) 
一 HV My) 
— H(z) A —M(r) 
亦 即 ,* 命 题 "P 的 否定 "命题 ?是 "所 有 人 都 不 死 ",. 这 和 人 人 科 上 日常 对 命题 "所 有 人 都 必死 ”的 
否定 的 理解 ,相差 得 实在 太 远 了 。 
其 基因 在 于 ,命题 尸 的 彤 切 意思 应 该 是 :对 任意 zx: 如 果 工 是 人 人 , 则 工 必死"。 但 是 
Hlz) — M(x) 
中 并 没有 确切 的 表示 出 "对 任意 x” 这 个 意志, 亦 妈 五 (z) 一 M(x) 不 是 一 个 命题 。 因 此 ,在 谓词 
逻辑 中 除 引 进 谓 词 外 ,还 需要 引进 “对 任意 xz” 这 个 语 和 ,及 其 对 偶 的 语句 “存在 一 个 <”。 
定义 ”语句 “对 插 意 z" 称 为 全 称 重 词 : 记 以 Y 工 ;语句 “存在 一 个 x” 称 为 友 在 要 河 , 记 以 
卫 x。 
这 时 ,命题 已 就 可 确切 地 符号 化 如 下 ; 
YY Zr) > MCT)) 
命题 了 的 否定 命题 为 : 
P= —(yY zx(Hlr)y -> MCr))) 
一 习 (有 (rr) A Mr)) 
亦 即 “有 一 个 人 是 不 死 的 "， 这 个 命题 确实 是 “所 有 人 孝 要 死 "的 否定 。 
有 了 裔 词 和 量词 的 概念 ,就 可 以 建立 起 一 阶 运 辑 了 。 三 段 论 的 三 个 命题 ,在 一 阶 逻 辑 中 是 
如 下 这 样 表示 的 : 
Py r(H(r)>M(r)) 
入 :五 ( 张 三 ) 
R;:M( 张 二 ) 
以 后 可 以 证 明 ; 让 一 阶 逻 辑 中 ,R 是 了 入 QQ@ 的 退 辑 结果 。 
设 C4z) 是 一 元 谓词 , 任 取 mmE 忆 , 则 C(ro) 是 一 个 命题 ,于 是 Y xG(7) 是 这 样 一 个 命题 "对 
任意 xED, 都 有 G(xz)”。 故 对 命题 Y xzG(x) 的 真 信和 做 如 下 规定 是 自然 的 。 
yzGtzr) 取 1 值 写 对 任意 xED,G{tx) 痢 取 1 值 ; 
xGtz) 取 0 和 值 局 有 一 个 zoED. 使 GLro) 皮 0 值 。 
类 但 地 ,3 xGtz) 是 价 题 "存在 一 个 xz,.€ED, 使 得 G(xo) 成 立 ”,。 对 命题 3 zG(z) 的 真 值 规 定 
如 下 : 
3 xG(x) 取 ] 值 洁 有 一 个 zcED, 使 G(xs} 取 1 值 ; 
3 wxG(z) 取 值守 对 所 有 xED.Glz) 都 取 0 值 ， 
通过 这 个 规定 可 以 看 出 , 当 五 = {zo.xi,""') 是 可 数 集合 时 . 
Y xxGtz) 等 价 于 GCzD) AG A 
3 rzGtz) 等 价 于 GUD YY GC) 
对 于 一 个 谓词 :如果 共 中 每 … 个 变量 都 在 一 个 量词 作用 之 下 。 则 它 就 不 得 是 命题 函数 .而 
是 个 命题 了 , 但 是 ,这 种 命 烙 和 语 题 逻辑 中 的 命题 毕 况 有 所 不 同 . 因为 终归 这 种 命题 里 还 有 
变量 ,当然 这 种 变 蜡 和 命题 画 数 中 的 变 最 还 及 区别。 
钠 此 ,使 用 量词 时 应 注意 以 下 几 个 问题 ; 
I. 其 启 的 论 域 . 即 五 咎 都 有 哪些 元 素 ; 
2. 在 多 重量 词 时 ,应 注意 量词 的 顺序 ， 
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3. 基 词 的 作用 范围 。 
定义 ”在 一 个 由 谓词 ,量词 ,逻辑 连结 词 ,括号 组 成 的 有 意义 的 符号 串 (实际 是 指 下 一 节 将 
严格 定义 的 公式 ?中 ,变量 的 出 现 说 是 约束 的 , 当 且 仅 当 它 出 现在 使 用 这 个 变量 的 县 词 范围 之 
内 ;变量 的 出 时 说 是 自由 的 , 当 且 仅 当 这 个 出 琨 不 是 约束 的 。 
例如 , 习 x(P(ziy) 一 和 (zz))VRCz)。 从 左 河 右 算 趣 ,变量 z 的 第 一 ,第 二 次 出 现 是 约束 
的 ,第 三 次 出 现 是 自由 的 ;变量 y,z 的 出 现 是 自由 的 。 
定义 ”变量 说 是 约 求 的 ,如 果 至 少 - -全 它 的 出 现 是 约束 的 ;变量 说 是 自由 的 ,如果 至 少 … 
个 它 的 出 现 是 自由 的 ， 
由 定义 可 以 看 出 一 个 变量 可 以 既是 约束 变量 又 是 自由 变量 。 
例如 ,上 例 中 的 x 经 是 约束 次 量 ,又 是 自由 变量 ;y,x 只 是 自由 变量 。 
显然 ,了 xGCzx) 与 3 yG(y} 的 真 秆 一 样 ,¥Y xGtzr) 与 Y yG Cy) 的 真 值 一 样 , 亦 即 ,一 阶 逻 辑 
中 的 命题 的 真 值 ,与 命题 中 的 约束 变量 的 记 法 无 关 。 这 就 引出 了 一 阶 逻辑 中 的 改名 规则 。 
在 由 谓词 ,量词 ,逻辑 连结 词 ,括号 组 成 的 有 意义 的 符号 串 ( 实 际 是 下 节 定 义 的 公式 ) 中 ,我 
们 可 将 其 中 出 现 的 约束 变量 改 为 另 一 个 约束 变量 ,这 种 改名 必须 在 其 词 作用 区 域内 各 处 以 及 
该 车 词 符 续 中 实行 ,并 且 改 成 的 新 约束 变量 要 有 别 于 改名 区 域 中 的 所 有 其 它 变 量 .显然 改名 规 
则 不 改变 原 符号 串 的 真 值 。 
例如 ,对 于 Y CPCT YYQCTz)) ,可 改名 为 YazCOueyy)VY 包 Guyzx))。 但 下 面 的 改名 者 是 
不 对 的 : 
(1) ¥ uatPlasy) VY BC 2z)) 
(2) ¥ rlPlusy) YVR.)) 
(3) ¥ utPlrsy) YQ ,2)) 
《4 yiPlv,y) YY Ry .xz)) 
9) ¥ xz(PGzy)VQCzz)) 
扫 此 ,在 一 阶 毛 辑 中 的 一 个 表达 式 里 ,我 们 总 可 以 通过 改名 规则 ,使 得 该 表达 式 中 所 有 的 
约 东 变量 都 不 是 自由 变量 ,于 是 所 有 的 自由 变量 也 都 不 是 约 晃 变量 了 。 以 后 的 讨论 ,我 们 总 是 
在 这 种 假定 下 进行 。 


习题 


1. 设 下 面 所 有 谓词 的 定义 域 都 是 1a ,5,c}。 试 将 下 面 谓词 公式 中 的 量词 消除 .写成 与 之 等 
价 的 命题 公式 。 

3 帮工 要 (人 六 习 3() 

DY PT) 一 和 (7)) 

cy roar) VY rlr) 

2. 指出 下 列 命题 的 真 值 ; 

a}y YY TD 一 站 (TVVRe)， 

其 中 ,P:"3>>2 QoS3 ”Riseor>5” ce:3, 定 义 域 3 一 1 一 2.3.6]。 

b) 3 x PAR): 

其 中 ,了 Cr 关 397 ,QC7):" 一 4", 定 义 域 S$=:2;。 
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在 本 节 中 ,我 们 将 对 一 阶 肥 辑 中 关于 请 词 的 表达 式 形 式 化 , 亦 即 引进 公式 的 梳 管 ,并 引进 
关于 公式 的 恒 真 , 恒 假 ,等 价 , 绚 涵 等 最 基本 的 入 念 ， 

在 形式 化 中 ,我 们 将 使 用 如 下 四 种 符号 ; 

1, 常量 符号 :用 小 写 英 文人 字母 a,b,c,… 表 示 , 当 个 体 名 称 集合 也 给 出 时 , 它 可 以 是 也 中 
某 个 元 素 。 

”2. 变量 符号 :用 小 写 英文 字母 z,y,z,… 表 示 , 当 个 体 名 称 集合 也 给 出 时 ,也 中 任意 元 素 
可 代入 变量 符号 。 . 

3. 函数 符号 :用 小 写 英文 字母 f,g,… 表 示 , 当 个 体 名 称 抹 合 DD 给 出 时 ,n 元 函数 符号 f 
(zyz) 可 以 是 瑟 到 卫 的 任意 一 个 映射 。 

4. 谓 河 符号 ,用 大 写 英 文字 母 忆 ,@Q, 尺 ,表示 , 当 个 体 名 称 集合 DD 给 出 时 ,n 元 谓词 符号 
Plzis 尼 ,可 以 是 D* 上 的 任意 一 个 谓词 。 

定 尽 ”一 阶 逻 辑 中 的 项 ,被 递归 定义 为 ， 

1) 常量 符号 是 项 ; 

2) 变量 符号 是 项 ; 

3) 车 fri,x,) 是 元 函数 符 导 ,ty ,4, 是 项 , 则 f(z,… ,zx,) 是 项 ， 

4) 所 有 项 都 是 有 限 次 使 用 1) ,2) ,3) 生 成 的 符号 串 。 

定义 车 忆 zi 和 …sz) 是 元 谓词 符号 忻 ， 沪 是 项 ; 则 忆 ( 癌 ze) 是 原子 。 

定义 ”一 阶 逻 辑 中 的 公式 ,被 递归 定义 如 下 : 

1) 原子 是 公式 ; 

2) 若 恕 , 瑟 是 公式 , 则 (一 G),(GVY 五 ),(GA 卫 )，(CG-= 五 ), Ge 万 ) 是 公式 ; 

3) 若 G 是 公式 ,x 是 6G 中 的 自由 变量 , 则 Y zG,3 zxG 是 公式 ; 

4) 所 有 公式 都 是 有 限 次 使 用 1)~3}) 生 成 的 符号 串 。 

出 于 公式 是 由 常量 符号 ,变量 符号 ,函数 符号 ,谓词 符号 通过 逻辑 连结 词 和 量词 (当然 还 有 
括号 ) 连 结 起 来 的 抽象 符号 串 ,所 以 若 不 对 它们 (常量 符号 ,变量 符号 , 栖 数 符号 ,谓词 符号 给 
以 具体 解释 , 则 公式 是 没有 实在 意思 的 。 所 调 给 公式 以 解释 ,就 是 将 公式 中 的 常量 符号 指 为 常 
量 ,函数 符 苇 指 为 函数 ,谓词 符号 指 为 谓词 。 

定义 ”一 阶 敢 缉 中 公式 G 的 一 个 解释 了 ,是 由 非 空 区 域 五 和 对 如 中 常量 符号 ,函数 符号 ， 
谓词 符号 按 下 列 规 则 进行 的 一 组 指定 组 成 ， 

1. 对 每 个 常量 符号 ,指定 户 中 一 个 元 素 ; 

2， 对 每 个 元 函数 符号 ,指定 一 个 函数 , 即 指定 D” 到 厂 的 一 个 映射 ， 

3. 对 每 个 盖 元 谓词 符号 .指定 一 个 谓词 , 即 指定 PP' 到 {0.1}) 的 一 个 映射 ， 

今后 我 们 对 讨论 的 公式 做 如 下 规定 :公式 中 无 自由 变量 .或 将 自由 变量 看 做 常量 。 

显然 , 寻 任 意 公式 万, 好 从 冰 出 6 的 一 个 解释 1 由 G 在 7 下 有 一 个 真 值 ， 记 作 工 (6G)。 

例如 ,给 出 如 下 两 个 公式 ， 

DD 人 = PC AQCr fa))) 

2) 五 =YzrUPIr)A 人 Rsa))》 

给 出 如 下 的 解释 1: 
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. 
Pa 
fl2) 1(3) 
3 2 
P(l2) Pr(3) Q(2,2) QQ2,3) 已 (3 2) Qt(3,3) 
0 1 1 1 0 1 


于 是 ,Ti(G)=Ti(CPCF() AQ OOD Y (PFD) AQ(3 fF))) 
一 T((P(3) ABC2 I Y (PC(2) A QC3,3))) 
=(IADY OAN) 
一 
TH)=THAP(2) AQ(2,2) A PC3) A QCG,2)) 
=0A1Al1AO0 
一 0 
定义 公式 CG 称 为 可 满足 的 ,如 果 存 在 解释 了 ,使 C 在 ! 下 取 1 值 ,简称 了 满足 C。 若 了 不 
满足 C, 则 简称 工 弄 假 G。 
:定义 ”公式 GG 称 为 是 恒 假 的 (或 不 可 满足 的 ) ,如 果 不 存 在 解释 了 满足 如 :公式 G 称 为 恒 
真 的 ,如 果 G 的 所 有 和 解释! 部 满足 C。 
定义 ”公式 G, 互 称 为 切 价 , 记 以 C= 五 ,如 果 公 式 Ge 五 是 什 真 的 。 
由 定义 显然 可 以 看 出 ;公式 G,H 等 价 的 充 要 条 件 是 :对 G1 五 的 任意 解释 I,G, 瑟 在 1 下 
的 真 值 相 同 。 
因为 对 任意 公式 G, 妃 ,在 解释 工 下 ,G, 互 就 是 两 个 命题 ,所 以 命题 诸 辑 中 给 出 的 10 组 基 
本 等 价 式 , 在 一 阶 球 辑 中 仍然 成 立 ， 
定义 ” 设 C: 五 是 公式 , 称 扣 天 涵 五 ,或 五 是 C 的 过 加 结果 ,如 果 公 式 C > 五 是 便 真 的 ， 
并 记 以 G 坟 日 。 
显然 ,对 任意 两 个 公式 人 ,天 .6 纺 涵 好 的 充 要 条 件 是 :对 任意 解释 开车 了 满足 G, 则 工 必 
满足 五 。 
同样 ,命题 还 辑 中 的 14 组 基本 蕴涵 式 仍 成 立 。 
现在 ,我们 再 回 到 三 段 论 上 米 。 
人 SG=Y HrM)) 
G:=H (a) 
FHF=M(a) 
我 们 将 证 明 ;H 是 GiAG, 的 逻辑 结果 、 
因为 , 设 T 是 GG ,6;. 瑟 的 一 个 解释 (7 指定 a 为 张 三 ), 月 了 满足 G,;AG;, 即 I 满足 
¥ Hr » Mr)} A Ha) 
所 以 .了 满足 M(a)。 | 
否则 , 令 邓 (e) 在 了 下 为 假 , 而 鼠 (a) 在 工 下 为 真 , 于 是 忌 ( 一 Mte) 在 7 下 为 假 . 帮 Y > 
{ 如 (zaM(z)) 在 了 下 为 假 , 了 矛盾 
故 Ma) 在 了 上 为 真 硬 题 ,而 了 工 指定 we 为 * 张 三 ”, 故 AM( 张 三 ) 为 真 命题 。 
闫 使 提 一 名 .由 于 一 阶 光 加 中 的 便 真 * 便 假 ) 公 式 , 要 求 所 有 解释 部 满足 ( 卉 假 ? 该 公式 。 
而 解释 了 依赖 于 一 个 非 空 集合 D。 由 干 集合 D 可 以 是 万 穷 集 全 ,而 集合 也 的 “ 数 自 " 也 可 能 是 
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无 穷 儿 个 ,因此 ,所谓 公 式 的 “所 有 "解释 ,实际 上 是 无 法 考虑 的 ,这 就 使 得 一 阶 逻 辑 中 公式 的 和 伍 
真 , 伍 假 生 的 判断 变 得 异常 困难 。1836 年 Church 和 Twuring 分 别 独 立地 证 明了 :对 于 - 阶 迎 
辑 , 判 定 问 题 是 不 可 解 的 . 

幸好 ,-- 阶 轴 辑 是 半 可 判定 的 , 亦 即 ,如果 - - 阶 有 逻辑 中 的 公式 是 恒 真 的 , 则 有 算法 在 有 限 步 
之 肉 检验 出 这 个 公式 的 恒 真 性 ,如 果 该 公式 不 是 入 真 的 (当然 也 不 是 恒 假 的 ), 则 无 法 在 有 限 步 
内 判定 这 个 事实 。 从 Thurch 和 Turing 的 结果 看 ,这 也 许 是 我 们 所 能 期 望 的 最 好 结果 了 。 

设 Ctz) 是 一 元 谓词 符号 , 若 公 式 Y xzC(z) 是 便 真 公式 , 则 这 位 事实 可 被 级 述 为 如 下 的 一 
个 真 命题 ;对 任意 一 元 谓 闻 GCCz) ,命题 Y zG(zr) 都 是 真 的 。 

但 是 .如果 极 把 这 个 命题 加 以 否定 , 则 在 一 阶 逻 辑 中 是 办 不 到 的 。 因 为 ; 

1)》 这 个 命题 的 否定 ,应 该 是 如 下 命题 ;有 一 个 一 元 谓词 G(r) ,使 得 命题 Y z*G(z) 是 假 的 。 

2) 公式 xG(r) 的 奉 定 起 公式 一 (¥ xG(r)) ,而 后 一 个 公式 表示 的 命题 是 ;公式 Y xG(z) 
是 便 候 的 , 亦 即 ,对 任意 一 元 请 词 C(z) ,命题 Y rC(z) 都 是 假 的 ， 

可 以 看 到 ,1) 和 2) 所 表示 出 的 事实 相差 得 太 远 了 。 发 生 这 件 事 的 原因 是 :用 "公式 Y xG 
《z) 是 恒 真 的 ”来 表达 命题 “对 任意 一 元 谓词 C(z) ,命题 Y xG(x) 都 是 真 的 ”是 不 确切 的 。 确 切 
地 ,后 -个 命题 ,应 该 用 “公式 YY GCY zxG(z)) 是 便 真 的 ”来 表达 ， 

这 个 公式 中 ,不 仅 有 关于 个 体 变量 z 的 最 词 , 而 且 有 关于 讽 词 安县 ( 即 谓 词 符号 , 亦 即 原 
子 ) 的 量词 。 由 这 样 的 公式 组 成 的 系统 就 称 为 高 阶 逻 辑 。 高 阶 逻 辑 中 ,不 仅 判 定 问题 不 可 解 , 共 
至 连 一 个 完备 的 公理 系统 都 没有 。 关 于 高 只 逻辑 的 讨论 已 超出 本 书 的 范围 ,有 兴趣 的 读者 .可 
阅读 有 有 关 专 著 。 


习 题 
1. 设 I 是 如 下 -个 解释 ， 
五 三 ie 
Plasa) Plab) Poa) PD) 
1 0 0 1 


试 确定 下 列 公式 在 了 下 的 真 值 ， 
a YT3 yPlr,y); 
hb Yry yPlr,y)s 
c) 3 ry yPlzy)s 
d) 了 一 P(aey)i; 
ey YY ry y Plr yy Py,7)); 
fy ¥ xrP(lr,r) 
2， 设 CE 一 了 :Pt(z) yzPle), 
a) 将 解 释 /的 太空 区 域 D 包含 仅 仪 一 个 元 素 , 则 GG 在 1 下 取 1 值 。 
b) 没 呈 = 人 4, 寻 , 试 找 出 -- 个 世上 的 解释 4. 使 避让 1 下 到 60 值 。 
3. 设 了 上 是 如 下 个 解释 : 
D— {13.2} 
a b fO3) Fg) Pe3.3) P32) PO2,3) P(2,2) 


全 Ee 0 
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试 求 出 下 列 公 式 在 了 下 的 真 值 : 

a) Pla Fla) AP(O f(D)):; 

bY ¥Y x3 yPly, 7); 

CV TY ylPlr yr Pf Tr) fy))) 

#4. 设 G=YzCP(r)~Qtz)),G: 一 一 Q(e) :证明 :一 局 (a) 是 G: 和 Cs 的 逐 辑 结果 。 

5. 试 证 明 下 列 等 价 式 或 蕴涵 式 , 其 中 A(z),B8(zr) 表 示 含 自由 变量 < 的 公式 ,4.8 表示 不 
会 变量 z( 不 论 是 自由 的 还 是 约束 的 ) 的 公 

a) (¥ A(r)—=B)=(4 ritAtr)—>B))} 

hb) (jd rAtrTI B= IA B) 5 

c) (AY xB(r))=Y rt(A>B(r)): 

d) (CAI rwB(r))=3 rtArB(r)); 

2) 3 rtA(TIr BZ) = rwAC(r)A3 Br)); 

DD (3 xz4(z) 一 Y xrBlrND)=Y cACrIB()),; 

g) {¥ rzAC(TIVY rBlrD DY xrC(ACr) YY Bz)); 

hy 3 xztAC)AB))= A rAC) A riB(r)). 

6， 若 3 ZCP(z)AQC(z)),3 y(P(y)AR(y)) 在 某 解 释 工 下 取 1 值 , 则 3 z (Qtz) ARLz)) 
是 否 在 工 下 了 划 1 值 ? 其 中 P,Q,R 的 定义 城中 有 两 个 元 素 。 若 将 存在 量词 都 换 为 全 称 量词 , 结 


果 怎 样 ? 
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在 命题 去 辑 中 ,我 们 引进 过 公式 的 标准 形式 ,由 范式 。 畴 为 一 个 公式 ,在 等 价 意义 下 ,可 以 
有 各 种 不 同 的 表示 ,因此 ,公式 的 标准 表示 形式 就 是 一 个 有 意义 的 问题 ,在 命题 志 辑 中 ,范式 的 
重要 作用 我 们 已 经 知道 ,范式 在 一 阶 池 辑 中 有 同样 重要 的 作用 ,本 节 我 们 讨论 一 阶 次 辑 中 公式 
的 两 种 标准 形式 。 

定义 ”一 阶 逻辑 中 公式 6 称 为 前 束 范 式 , 如 果 避 有 如 下 形状 : 

TO TM 

其 中 Qir 或 者 是 Y xi, 或 者 是 3 工 ,二 1,…,n,M 是 不 含量 词 的 公式 ,Q)zr.**…*Q,r, 称 为 首 
标 , 邓 称 为 苹 直 。 

例如 ,VY TY 妇 zf(PIzry) 一 QQCzrrz)) 

3 74 y3 zP(r,y:2) 

等 等 ,就 是 前 束 范 式 。 

引 理 1 设 避 是 公式 ,其 中 自由 变量 有 朋 仅 有 一 个 xz, 记 以 G(x) ,BH 是 不 含 变量 x 的 公 
式 , 于 是 有 : | 

1)y YAGI YA)=Y re yH 

1) dxG) YH)=4 xG(x)} YH 

2) YAGIAR)=Y CAR 

2) 3x AH)=I Gr) A 

3) —(Y x6 = (C7)) 

4) 一 (] Gx) =Y r(— Gz)) 
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证 明 : 我 们 只 证 明 1) 和 4)。 

1) 设 1 是 G(x) 和 和 瑟 的 一 个 解释 ,车 Y >(Ctz)V 五 ) 在 了 7 下 最 1 值 , 则 在 了 下 .对 任意 xE 
了 ,G(x) YH 部 是 真 命题 。 若 日 是 真 命题 , 则 WY xG (x) YH 是 颠 命 题 ; 若 日 是 假 命 题 , 则 必然 
是 对 每 个 zE Dp,G(z) 莉 是 真 命题 , 故 Y xG(z}) 取 1 值 ， 所 以 Y zxGtr)VY 五 在 5 下 取 1 值 。 

若 Y (GCz) WH) 在 I 下 取 0 信 , 则 必 有 一 个 x,ED, 使 Glzo) Y 玉 在 1 下 取 0 值 。 故 GG 
(zu) 为 很 命题 ,五 为 假 命 题 。 所 以 ¥Y zG(2) 取 6 值 。 从 而 Y rzG (x)Y 吾 在 1 下 取 0 值 。 

4) 若 了 满足 一 蝇 zG《x)), 凤 了 漠 假 3 zxGtx)。 故 对 任意 xE€D,G(z) 都 是 候 命 题 ,从 而 
一 G(xz) 都 是 真 命题 , 故 了 满足 Y x 一 G(T))。 

若 工 弄 假 一 (] xG《2)); 则 了 满足 3 xcGGz)。 故 有 xoED., 使 得 G(xo) 是 真 命 题 。 从 而 一 G 
(zo) 是 假 命题 , 故 了 弄 假 Y x (一 G(x))。 

其 它 等 式 同 理 可 证 。 

引 理 2 设 6,# 是 两 个 公式 ,其 中 自由 变量 有 和 且 只 有 一 个 z, 分 别 记 以 Glzx), 互 (zx), 于 是 


INDY¥Y rxGrAY rH(r)=Y r(O(r) 五 Cr) ) 

2) ¥ XG YI zH(r)=3 r(Gx) YY HOr)) 

WY AGU YY Hlr)=Y TY y(G(r) YH(y)) 

4) 3 xGtxr} A Hr)=3 7z3 y(Gr) YY Hly)) 

证 明 :用 类 似 于 证 明 引 理 1 的 方法 ,可 证 明 此 引 理 的 1),2)。 
3) YrGC YY rH(r) 


一 Y rGCrI VY yh (y) 改名 规则 

=¥ x(G(r) VY yxH(y)) 引 理 1 

=¥ x¥ vyG(r) VY HCY)) 引 理 1 
同 理 可 证 4) 。 


定理 1 对 任意 公式 G, 都 存在 与 其 等 价 的 前 束 范式 。 
证 骨 : 通 过 如 下 算法 ,可 将 公式 化 成 等 价 的 前 束 范式 。 
1. 使 用 基本 等 价 式 
(KH})=(K>~H})A(H>K) 
(KH)=—KYH 
可 将 公式 G 中 的 和 一 删除 。 . 
2 使 用 一 (一 吾 )= 五 ,De Mergan 律 , 引 理 1, 可 将 公式 中 所 有 否定 号 一 放 在 原子 之 前 。 
3 如果 必要 的 活 , 则 将 约束 变量 改名 ， 
4， 使 用 引 理 1,2 将 所 有 量词 都 提 色 公式 的 最 左边 。 
于 是 ,将 公式 G 在 等 价 意义 下 化 成 了 一 个 前 束 范式 . 
便 如 YY zy xPlrz AAP) u(r yz))》 
=¥ x¥ yz Pr APOII YI] unQ(r, vu)) 
一 外 TY yO zrPlr VPOYy NIV I Ql yu)) 
=¥ 8 yy z=Plriz) YN Py Vy 3 uuQl, yn)) 
一 YY yy 2 Pr VY—P(ly,z) YR ry ) 
下 面 我 们 将 介绍 分 一 种 比 前 束 范式 还 要 好 的 标准 形式 . 即 在 首 标 中 没有 存在 量词 出 现 的 
特 珠 的 前 束 范式 。 通 常 称 之 为 Skolem 范式 ， 
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定义 ” 设 避 是 一 个 公式 ,QirQsr 邮 是 与 如 等 价 的 前 束 范式 ,其 中 对 为 合 取 范 式 形 
式 。 若 外 是 存在 景 词 ,并 且 亡 妖 边 没有 全 称 有 量词, 则 取 异 于 出 现 在 M 中 所 有 和 常 最 符号 的 常量 
符号 c, 关 用 代替 MM 中 所 有 的 zx ,然后 在 首 标 中 删除 Qc,。 

芳 @…@m 是 所 有 出 现在 Q.x, 左边 的 全 称 量词 (m 全 1,1 和 si<s2<…<sw<r), 则 取 
异 于 出 现在 M 中 所 有 函数 符号 的 zz 元 函数 符号 Ara yx) ,用 /xa,… ,zm) 代 百出 现在 
M 中 的 所 有 ;然后 在 首 标 中 删除 Q.r。 

对 首 标 中 的 所 有 存在 量词 做 上 述 处 理 后 ,得 到 一 个 在 首 标 中 没有 存在 基 词 的 前 束 范 式 . 这 
个 前 束 范式 就 称 为 公式 G 的 Skolem 范式 。 其 中 用 来 代替 zx, 的 那些 常量 符号 和 际 数 符号 称 为 
公式 GG 的 Skolem 函数 。 » 

例如 ,G=3 x¥ yy xd xy z whP{lryYy Tut ID) 

用 a 代 直 x， 

用 fCy,z) 人 代替， 

用 gtyy*z'a) 代 替 记 ， 

得 公式 GG 的 Skolsm 范式 ， 

W 3yY x¥ vPlasysz fy rz) vp yr 0)), 

下 面 我 们 来 讨论 公式 G 与 它 的 Skolem 范式 5S 之 间 的 关系 。 

1.G 与 3 的 可 满足 性 是 等 件 的 。 

证 明 : 设 G 是 前 束 范式 ; 

GC = QT, Mr 7 ) 
设 入 是 从 左 往 右 看 第 一 个 存在 量词 。 令 
G =¥ ry rr "RT MT pi Cy RE) TT) 

其 中 /ny,… ,zx,-1) 是 代替 x 的 Skofem 函数 。 

下 面 证 明 1) 满 足 G, 的 解释 满足 CG,2) 满 足 G 的 解释 ,适当 扩充 后 可 满足 G,。 

设 个 体 域 为 卫 , 取 一 个 满足 Cl 的 解释 7, 于 是 ,对 每 一 组 (zi ,z/_1)ED"!, 都 有 f(z! 
ED, 使 得 

[4 i yA 1) et a) 

在 I 下 取 1 和 值 。 所 以 Y zr 区 zr 4z,) 为 真 , 旭 了 满足 个 。 

反之 , 取 一 个 满足 G 的 解释 1。 于 是 ,对 每 一 组 (xi…,z/_,)E D1' ,都 存在 zx! ED, 使 得 

pT RT NM I a Kp Ls) 

在 1 下 取 1 值 , 现在 了 还 不 是 6G, 的 解释 ,因为 丰 务 数 没有 指定 ,扩充 1 为 了 .使 其 包含 对 
图 数 符号 fr, 2-_1) 的 奶 下 指定 : 

eyT-1) 二 牙 , 对 每 一 组 Cx.….z!_.)(D,-。 于 是 7 满足 G,。 

间 理 ,对 Ci 往 右 找 下 一 个 存在 量 诚 , 州 Skolem 函数 代替 得 G6,, 则 G6, 与 G, 的 可 满足 性 是 
等 价 的 . 依 此 类 推 ,可 知 G 与 3 的 可 满足 性 是 等 价 的 。 
例如 , 设 C=Y xd yxPfzy), 则 G 的 Skolem 范式 为 S=Y rxPCr,f(2)) 

设 DD 二 1,2} 


取 满足 的 解 各 了 如 下 :古人 人 2 2 
则 对 了 不 看 对 消 数 的 解释 .也 是 的 解释 , 昌 满 足 6。 
反之 , 取 满足 G 的 解释 1 如 下 ,人 一 全 ( 所 2 了 


wm、 
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现在 I 还 不 是 S 的 解释 ,因为 有 函数 没有 指定 :扩充 工 为 二, 使 其 包括 对 函数 的 指定 
f0) _f(2) 
外 1 
则 了 满 忠 S。 
2. G 与 5 不 等 价 . 
由 1 可知 ,满足 的 解 天 1, 木 一 定 满足 5, 因 为 在 扩充 时 ,可 随意 指定 Skolem 函数 的 值 。 
例如 ,G=3 xP(zx}),S=P(le)。 令 G 和 5 的 解释 了 了 如下: 


D = {2,3}, 
a_P(2) Pts) 
2 0D 1 


由 了 工 满足 如 ,但 7 养 假 S。 
3. 如 与 5 的 便 假 性 等 价 
定理 2 设 S 是 公式 GG 的 Skolem 范式 ,于 巧 .公式 G 是 恒 假 的 充 要 条 倍 是 公式 $ 是 便 候 


证 明 : 苦 0 便 假 ,而 $ 可 潢 足 , 由 1 知 ,G 是 可 满足 的 , 予 盾 。 
者 3 便 假 , 而 G 可 满足 ,由 1 知 ,S 是 可 满足 的 ,矛盾 。 

故 定理 成 立 。 

请 读者 考虑 局 与 8 的 全 真性 是 否 等 价 。 


习 是 


1. 试 将 下 列 公式 化 成 等 价 的 前 束 范式 : 

a) ¥ rtPlr)r3 yQ ry)); 

hb) 3 rd yP ry) rR RC))); 

Vry yt Plrsy AT zeta 一 tyn)))。 

2， 找 出 下 面 公式 的 Skolem 范式 ; 

a) i¥ tr yy xzGy:z))i; 

bY rElr Or y(Ely at AY z(Elz, g(r) >E(y,2))))). 

3. 想 设 3 xY yad(z,y) 是 公式 G 的 前 东 范 式 , 其 中 名 (x,y) 是 仅 仪 包含 变量 ,xy 的 村 式 。 


设 了 是 不 出 现在 M(x,y) 中 的 汕 数 符号 ,证 明 :G 是 恒 真 的 当日 仅 当 3 xM(z,f(z)) 是 恒 臭 的 。 
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在 本 节 中 ,将 给 出 一 些 例子 .说 明日 常生 活 中 的 命题 和 数学 中 的 命题 ,如 何 写成 一 阶 秒 辑 


中 的 符号 公式 .当然 .由 于 已 常生 活 中 的 ~ ' 铝 话 往往 是 概念 模糊 的 .因此 ,描述 成 公式 的 方式 也 
不 是 只 一 的 。 例 如 信 不 管 虹 猫 占 猫 . 抓 住 老 忌 就 是 好 猫 " 这 和 句 话 ,所 良 不 管 黑 猫 白 猫 ,是 只 限制 
为 保 猫 白 猫 ? 还 是 包 会 别 色 的 猫 ? 所 谓 抓 住 老 展 ,是 指 抓 住所 有 老鼠 ? 还 是 指 至 少 抓 住 -只 就 
可 以 ? 因此, 扰 们 在 描述 这 些 辣 题 时 ,总 是 将 这 些 模 糊 慨 念 做 某 种 确切 理解 。 


例 1 每 一 个 人 都 爱人 地 自己 的 孩子 。 
令 Pizr):z 是 人 ; 


36 离散 数学 


C(z):z 是 孩子 ; 

TCxyy): 工 属于 多 

工 (ziy): 工 芝 y。 
此 命题 在 一 阶 逮 辑 中 表示 为 ， 

YY) A CC) A Tr 7) 一 了 (73)》 
例 2 人 很 没有 一 个 人 被 每 一 个 喜欢 某 些 人 的 人 所 喜欢 ,又 假设 没有 不 喜欢 人 的 人 , 证明: 
有 一 个 人 被 所 有 的 人 喜 欢 。 

邻 L(z;y) : 工 坎 次»， 
前 提 的 描写 : 

Pi: y¥ rd 了 (rz) 一 Proy)); 

Pi:—d x¥ yl(—L( ry)), 
结论 的 描写 ; 

Cd ry LEY)， 
于 是 ,要 去 证 明 : (7, A 了 ,一 C 是 便 真 公式 。 
例 3 每 一 个 人 的 外 祖父 部 是 他 母亲 的 父亲 。 
令 P{z):z 是 入; 

Ory)r 是 学 的 外 祖父; 

天 (rz:y):z 是 ?的 父亲 ; 

af(zr,y):z 是 ?的 母亲 ， 
于 是 命题 可 表 为 ; 

YY¥ YEPCY) A OC(ry) > 3 ztFlr,2) A Mlz,y))) 

例 4 不 管 思 猫 白 猫 , 抓 住 老 女 就 羡 好 猎 
令 Clr);:x 是 猫 ; 

WwWtr):z 是 白 的 ; 

B(xX) :x 是 黑 的 ; 

G(T):ZY 是 好 的 ; 

M(x): 工 是 老 表 ; 

玉 (zsy):r 抓 住 y， 
于 是 ,命题 可 表示 为 : 

VAV yCCR) A My A (Ba VY WO) A Kiryy) r G(r)) 

例 5 在 些 病人 相信 所 有 的 医生 ,也是 病人 部 不 相信 一 个 蝙 子 。 证 明 : 医 小 都 不 是 骗子 。 
令 Pr):z 是 病人 | 

Df(z): 之 是 医生 ， 

Q(x) ;x 是 驴子; 

上 (zy 得 信 v， 
前 提 的 撒 写 : 

Gd AAPAAY CEDG7y) ri ys 

Cary ZY yAPIr) AQ(Y) -rm L( ry)), 
结论 的 描写 : 

CN AD QU)). 
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士 是, 间 去 证 明 :(02AGa) 一 (是 恒 真 公式 
F 面 我 们 就 让 明 这 件 事 。 
对 任意 解释 1( 其 中 非 空 区 域 集合 为 DD)， 
若 了 弄 假 GIAG2, 则 公式 (GAGs)C 为 真 。 
若 1 满足 G,AG4, 那 么 ， 
因为 G, 在 I 下 为 真 ,所 以 存在 e€DD, 使 
Ple) A YY yD(y) > Lle,y)) (1) 
在 I 下 为 真 。 
因为 C: 在 工 下 为 真 ,所 以 对 任意 zED.yED' 都 有 了 P(x)AQ(y) 一 一 L(x,y) 是 真 的 。 特 
别 ， 


Ple) A Qt) > Le,y) (2} 

是 实 的 。 
Dly) -x Llesy) (3) 
QR(y) 一 一 工 (e yy) (4) 


是 真 的 。 亦 即 ; 对 任意 y,ED, 着 DCyo) 在 I 下 为 真 ; 则 由 (3) 知 ,Lle,yo} 在 了 下 为 真 ,由 
(4) 知 ,QCyo) 在 I 下 为 假 ; 故 一 Q(yo) 在 了 T 下 为 真 。 所 以 ;对 任意 y;&€ DD; 命 题 (D (yi) 一 一 Q 
(yo)) 是 真 的 。 故 了 满足 Y x(D(x) 一 一 Q(z))。 其 了 满 是 C。 所 以 , (C1AG;) 一 C 是 恒 真 的 。 

例 6 每 一 个 有 理 数 都 是 实数 ; 

某 些 实 歼 基 有理数 ，; 
不 是 每 一 个 实数 都 是 有 理 数 ， 
令 P(z);f 是 有 理 数 ; 
Q{r)}:r 是 实数 ， 
土 述 三 个 命题 符 导 化 如 下 : 
YYfPCT) 一 人 (Cr))5 
3 x A P(r)); 
(YY¥ rx) -» PCT))) 
例 7 对 平面 上 任意 两 点 ,有 且 仅 有 一 条 直线 通过 这 两 点 。 
令 Ptz):r 基 一 个 点 ; 
L(x):z 居 一 条 直线 : 
R(r,ysz) :x 通过 江 ,y; 
(ry) :7 等于， 

命题 符号 化 如 下 ; 
¥ ry vAPlr) A Ply) -> 3 C(t) A REr ya) A YY athla) A ROrsyru) > Eurz)))), 

例 8 在 实数 全 中 , 任 给 -- 正 实数 .都 存在 大 于 该 实数 的 实数 。 

今 R(x);r 电 实 数 ; 

Gx.y) ;工大 于 yy。 
VAR A GCT 3 yARIYV) A GOv.7))), 
例 9 设 记 人 ) ,所 (7) ,是 明 数 序列 ,/ (x) 是 一 个 函数 “对 任 给 s 记 0.x6oE (C4, ,都 存 
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在 六 ,使 当 x>N 时 ,有 
A 一 六 (zo) <E 
则 称 兽 数 序列 {f(x 在 ta. 丰 区 则 内 收敛 于 f(x)，。 
令 Cr :大 于 7 
玫 人 xz) 属于 (ay 区 间 ; 
sfzm):70zx) 与 乒 (z) 之 差 的 绝对 值 ， 
于 是 ,函数 序列 收 倒 的 概念 可 符号 化 如 下 : 
VY XY EGCED) A BC) 3 NYRCCO RN ) 一 CtEes(T 7)))。 
例 10 设 户 (zz 是 函数 序列 ,六 >) 是 一 个 函数 “对 任 给 s>0, 都 存在 吧 ,使 
当 n>N 时 ,对 所 有 xzE (ao6) ,部 有 
fA 一 Cr < 
则 称 函 数 序列 {f.《zx) 1 在 (4a,5) 区 间 内 一 致 收 化 于 f(x)。 
令 CCGzyy):r 大 于 y; 
Bfzr):z 属于 (a,2) 区 间 ; 
sron): f(x) 与 f.(7Y) 之 差 的 绝对 值 ， 


于 是 ,函数 序列 一 致 收 伍 的 概念 可 符号 化 如 下 : 
YetGlE0) > I NY n(Gln,N) > YY (Br}) ~ Ge,s(T ,1))))), 


习 是 


1. 将 下 夯 的 命题 符号 化 ,并 证 明之 。 
a) 已 知 每 一 个 大 学 生 都 是 诚实 的 ,而 约 输 是 不 诚实 的 ,证 明 约翰 不 是 大 学 生 。 
b》 已 知 每 一 个 运动 员 都 是 强壮 的 ,而 每 一 个 既 强 壮 又 驱 明 的 人 在 他 所 从 事 的 事业 中 
者 将 获得 成 功 , 彼 得 是 运动 内 并 且 是 聪明 的 ,证 明 彼得 在 他 的 事业 中 将 会 成 功 。 
c) 已 知 海关 人 员 检 查 每 一 个 进入 本 国 的 不 重要 人 人 物 , 某 些 走私 者 进入 该 国 时 仅仅 让 
走私 者 所 检查 .没有 一 个 走私 者 是 重要 人 物 , 述 明海 关 人 员 中 的 某 些 人 是 走私 者 。 
2. 将 下 面 的 命题 符号 化 ， 
a) 函数 序列 {Atz)} 在 (e,25)? 区 疝 内 不 收 伍 于 函数 f(x)。 
b) 函数 序列 {f(z)} 在 la .六 区 间 内 不 一 致 收敛 于 函数 Faz) 。 
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$31 图 


现 实 世 界 中 ,有 有 许多 事情 可 以 用 由 点 和 线 组 成 的 图 形 米 描述 ,例如 ,国家 用 点 来 表示 ,有 外 
交 关 系 的 两 个 国家 就 用 线 来 连接 代表 这 两 个 国家 的 点 ,于 是 ,世界 各 居 之 间 的 外 交 关 系 就 被 一 
全 由 点 和 线 组 成 的 图 形 摘 述 出 来 了 。 人 艾 如 ,城市 之 问 的 交通 联系 或 通讯 联系 ,也 可 以 被 一 个 出 
点 和 线 组 成 的 图 形 措 述 。 在 这 些 图 形 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 邵 些 点 之 间 有 线 连 接 , 而 不 关心 这 些 
点 是 什么 ,以 及 这 些 点 之 间 的 连接 方式 如 何 。 这 种 数学 抽象 就 是 图 的 概念 。 

定义 G=(P, 工 ) 称 为 图, 如果 PP 是 非 空 的 点 的 集 人 台 , 是 连接 某 些 不 同 点 对 的 边 集合 、 
并 且 任 意 一 对 不 同 点 之 间 最 多 有 一 条 边 , 当 己 为 有 限 集 时 ,C 称 为 育 限 图 。 

没有 任何 边 的 多 称 为 空 图 ,只 有 一 个 点 的 图 称 为 平凡 转 。 任 意 两 点 之 间 都 有 边 的 图 称 为 完 
金 图 。 

设 G= (PP, 厂 是 一 个 图 ,今后 ,我 们 用 PC) 表 示 上 的 点 集 , 用 工 (GC) 表 示 C 的 边 嘛 。 设 荆 
工 (C) ,并 假设 i 是 连接 GG 中 点 z ,点 vz 的 边 , 则 称 w,w 是 7 的 端点 ;并 称 & 与 v 相 邻 。 有 时 ,在 不 
致 引起 混乱 的 情况 下 ,将 记 为 wo。 

注意 1, 看 研究 图 时 ,重点 放 存 点 及 连接 点 的 边 上 ,点 的 位 置 及 边 的 形状 无 关 紧 要 ,一 个 
图 可 能 因 点 的 位 置 不 同 或 边 的 形状 不 同 而 表示 成 外 部 形状 截然 不 同 的 图 ,如 ; 


A 


我 们 把 上 面 这 两 个 图 看 成 是 同样 的 向 ,有 的 书 称 为 问 格 ， 

2. 不 允许 出 现 点 到 其 日 身 的 边 。 

3， 不 同 点 之 间 不 允许 有 两 亲 及 两 条 以 上 的 边 。 

(有 些 书 把 满足 2,3 的 图 称 为 简单 图 ) 

4. 不 能 用 直观 代替 证 妈 。 

定义 ” 设 G, 吾 是 图 ;如果 PCB)SCPLO).LCH)ELGG), 则 称 召 基 避 的 子 图 ,GG 是 召 的 
和 村 图 : 如 办 五 是 @ 的 子 图 ,并且 P(H)=P(G), 则 瑟 是 G 的 支撑 子 图 

定义 ” 设 忆 是 图 .wEPCG),LCG) 中 以 wv 为 着 点 的 边 的 条 数 称 为 点 v 的 度 . 记 为 dotw)。 

今后 ,为 简便 计 . 有 时 也 将 图 GG 中 的 点 w, 边 六 写成 wEGEC， 

定义 ” 治 G=(CP.7) 是 有 限 图 ,集合 了 P 的 元 数 为 mx, 集合 上 的 元 数 为 wn 不妨 设 PP(G)= 
人 二。 算 阵 MM(G) 一 [a 3 称 为 G 的 关联 想 阵 .其 中 

， 一 J0， 。 当 台 不 是 4 的 问 点 

“11，。 当 韦 是 4 的 端点 
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显然 ,MC(G}) 是 mx Xn 阶 和 矩阵 。 
例如 ,下 面 的 图 及 其 关联 矩阵 为 ， 
vi L Va 
0 1] 
六 _1100 9| 
MXCC) 
0 1 1 0 | 
v7 3 日 由， 下 7: 
关联 矩阵 的 特点 ， 


(1 M(G) 中 每 一 列 恰 有 两 个 1 ,表示 每 一 边 有 两 个 端点 ; 
(2) 等 一 行 1 的 个 数 为 对 应 该 行 点 的 度 。  ， 
一 个 图 可 以 用 其 关联 矩阵 表示 ,也 可 用 下 面 的 所 谓 相 圭 趣 阵 4(C) 一 Lo] 表示 ,其 中 
w= 当 w% 与 不 相 邻 
‘ 1， 当 vwi 与 vw 相 邻 


显然 ,4(G) 是 mxXm 阶 方 阵 。 
例如 ,上 图 的 相 邻 矩阵 为 : 
1 1 1 
yd Od | 
I1 1 0 1i 
0 1 i 
相 邻 笔 阵 的 特点 : 


(1) 相 邻 年 阵 是 一 对 称 短 阵 ; 

(2) 每 行 { 列 )1 的 个 数 为 该 点 的 度 。 

定理 1 是 G=(P,) 是 有 限 图 ,不 妨 设 上 L(G) 仿 有 zx 个 元 素 , 于 是 
> telv) 一 2m 


vyE PC 


证 明 : 设 M(G) 是 6 的 关联 息 隆 ,因为 中 某 点 vo 的 度 dto) 恰 是 WCG) 中 代表 点 y 的 那 
一 行 中 1 的 个 数 , 故 
SD dotvw) 二 M(G) 中 1 的 个 数 


EC 


而 MG) 中 每 列 恰 有 两 个 1 .MG) 共 有 产 列 , 故 MG) 中 芋 的 个 数 为 2m。 所 以 
> key = 2 


oa 全 Pr) 


定理 2 任意 有 限 加 中 ,奇数 度 点 的 个 数 是 偶数 。 
让 明 : 设 3 3。 分 别 是 图 口中 有 奇数 度 的 点 ,有 偶数 度 的 点 的 集合 ,由 定理 1 知 ; 


Dadolt) 十 > detu] 


ves) bES, 


是 偶数 ,因为 > ,dc(z) 是 偶数 ,所 以 之 te) 是 偶数 即 |9) 1 个 奇数 的 和 为 偶数 ,而 只 有 


偶数 个 奇数 的 和 才能 是 偶数 , 故 5， 的 元 数 是 全 数 

例如 ,在 任意 个 自 然 数 中 ,与 其中 奇数 个 数 互 质 的 数 的 个 数 一 定 是 倡 数 。 

让 个 数 作 为 图 中 的 2 个 点 . 若 师 个 数 互 质 则 在 对 应 的 两 个 点 之 间 连 一 条 边 .由 定理 ?2 知 
结论 显然 成 芯 。 
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定义 设 G-=(P,7) 是 图 ,oz 是 G 中 两 点 。 由 G 中 点 嚼 成 的 序列 Coo,… ,vw,) 称 为 从 到 
的 长 度 为 n 的 路 ,如 果 

1) wow v= 

2) gw 与 v4i 相 名 ,0 六 :< 之 n。 

定义 设 G=(P 沁 ) 是 图 ,zyo] 是 所 中 从 tu 到 内 的 路 。 称 此 路 为 符 单 路 ,如 果 

1) pipe-: 互 不 相同 ; 

2) zi…yzv 互 不 相同 。 

显然 ,一 条 简单 路 (zof…yzr), 除 w 与 z 可 以 相同 外 ,其 它 任 何 两 点 都 不 相同 

定义 设 CG=(P, 了 ) 是 图 。C 中 从 点 vv 到 自身 的 其 长 度 不 小 于 3 的 简单 路 , 称 为 回路 。 

设 C= (也 , 工 ) 是 图 ,C 中 两 点 ko 如 果 从 xz 到 np 有 一 条 路 , 则 称 z 与 是 相连 的 。 嫩 梁 我 
们 认为 点 与 自身 是 相连 的 , 则 显然 G 中 两 点 之 间 的 相连 关系 是 一 个 等 价 关系 。 在 此 等 价 关 
系 下 ,集合 P(G) 必 分 咸 一 些 等 价 类 ,不 妨 设 为 S1,…,S.,…。 显然 ,每 一 个 5S; 和 G 中 所 有 以 5; 
中 的 点 为 庙 点 的 边 一 起 ,组 成 G 的 一 个 子 图 Gi。 每 个 6G; 称 为 G 的 一 个 分 支 , 如 果 图 G 仅 有 一 
个 分 支 , 则 称 图 G 是 人 选 通 的 。 对 于 图 G ,我们 用 人 W(G) 记 其 分 支 数 。 

显然 ,一 个 图 G 是 连 到 的 , 当 且 仅 当 GG 中 任意 两 点 都 是 相连 的 。 

定义 设 G=(P, 工 ) 是 有 限 力 ,如 昌 对 工 (C) 中 任 一 条 边 由 都 规定 一 个 实数 ww() 附 着 其 
上 ; 则 称 避 为 权 图 , 称 w( 站 为 边 ! 的 私 。 规定 志 (un1 一 0{ 其 中 PO) uc 一 co( 其 中 心 
L(G)), 

例如 ,一 个 描述 各 城市 之 间 的 铁路 交通 图 ,图 中 的 每 一 过 可 以 用 这 条 边 所 表示 的 铁路 长 度 
为 其 权 ,于 是 这 个 铁路 交通 图 就 是 权 图 。 这 个 铁路 交通 图 ,也 可 以 用 每 条 边 所 代表 的 铁路 修建 
费用 为 其 权 , 那 么 这 个 铁路 交通 图 又 是 一 个 权 回 ， 

可 以 想到 ,在 一 个 校 图 已 中 , 求 出 所 带 的 权 达 到 最 小 的 那 条 路 是 有 实际 意义 的 ,这 就 是 图 
中 求 最 组 范 问 题 。 这 条 最 短路 所 带 的 权 称 为 从 & 到 尺 的 距离 , 记 为 du1v)。 

1959 年 .Dijkstra 给 出 了 一- 个 在 权 图 中 求 其 任意 两 点 问 最 短路 的 算法 ,该 算法 不 是 孤立 地 
计算 从 wo 出 发 到 ”的 最 短路 ,而 是 统一 考虑 ,利用 该 算法 次 求 出 从 wo 出 发 到 所 有 其 余 顶 点 
的 最 短路 ,该 算法 始终 用 一 个 点 到 一 个 点 集 的 最 短路 代替 点 到 点 之 间 的 最 短路 ,减少 了 需要 考 
虑 的 路 的 条 数 。 下 面 我 们 介绍 点 到 点 集 的 最 短路 及 距离 的 慨 念 ; 

设 G= 一 ( 卫 , 江 ) 是 一 个 图 ,3 是 由 加 中 某 些 顶 点 做 成 的 集合 性 一 尸 一 5 是 S 中 一 个 点 .从 
wo 到 S 的 最 经 路 盎 队 ws 盾 始 到 3 中 点 的 路 旦 该 路 的 权 和 是 最 小 的 ,这 个 最 小 的 权 和 称 为 u。 
到 3 的 距离 , 记 为 dl(ut15)。 

Dijkstra 算法 设 G=(P, 二 ) 是 权 图 ,P= twas to} 

1) 令 90 一 (人 ao 3 一 人 aas) 

计算 dluetd) =min{d uss) +w tun)} 


ve Be 


=min{w(aw)i 

了 Eu 

即 :列举 所 有 的 zav), 取 其 中 最 小 省 .得 d (a ,3,) 
不 妨 设 实现 dns.50) 的 跨 是 二 (awit) il) ' = d (ww,5.) 
让 就 是 jw 到 ww 的 最 短路 ,duovin) 二 dd(u,30)。 


2) 令 人 一 fa .91 一己- 5 = {4s ta! 
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计算 du SO =mintdlan wt) tw uw)} 
of Si 
即 ; 列 举 Wt ) ee totote, ) 
Hw wt) |r au,) 

取 其 中 最 小 者 ,得 &(xsySi), 设 实现 此 此 高 的 路 是 声 一 (sa 
bs 就 是 ww 到 za 的 最 短路 ,dwoas) 二 d (wo131)= |i:| 
3) 说 我 们 已 求 出 wo 到 ny 的 最 短跑, 设 为 人 ,i 
则 取 Si= us" + ) wo {i tn} 
计算 d{(u3:) —min{dluc wu) tw(uw))} 

oEB 
即 : 列 举 记 uCzoztati) so te (otn) 


wu | | 二 tw Ct,) 


[a |e | rw tn,) 
取 其 中 最 小 者 ,为 4(u6,3,), 设 实现 dtno,54) 的 路 为 441 二 Cer sta11) 
则 上 ni 是 壤 到 如 4, 的 最 短路 ,dwararri)=d(we:5D) = 二 41|。 
下 面 我 们 来 证 明 Dijkstra 算法 的 正确 性 ; 
已 知 dx) —mip ‘du rw) 


"ED 
设 实现 紫 距 离 的 足 为 -1: 此 路 在 5 中 的 终点 为 wi+1， 
往 证 :d (wurri)= d (ts54) su 到 人 fk 1 的 最 短路 就 是 titls 
证 明 : 对 5, 中 的 元 数 个 数 使 用 数学 归纳 法 。 
《ty》 当 |5,|=1 时 ,S,== {uo} 
此 时 dluesd0) =minid (wo) twlaw)} 
ve 

设 五 = (woyw) 居 实现 de,3;) 的 最 短路 , 旺 然 dws) 二 d (a ,350) 
是 ww 到 uw 的 最短 路 。 
(2) 很 设 我 们 已 经 求 出 了 daosa)，…dtzsya) 和 实现 上 述 下 离 的 最 短路 4,… ,如 ,此 时 

Si = (ost 一 

dlu.d,) = minidluost) + wuv): (< 》 

vv 了 
设 实现 dw,S0) 的 路 有 i 在 35; 中 的 终点 为 wz1;, 往 证 dworwsti) 二 d (ue Si。 
ii-! 荐 ur 到 x_i 的 最 短路 : 即 证 明 对 任意 从 dy 到 ait 的 路 {= (Ut) :有 叶 
J 

首先 .对 任意 zwE Si 有 twwtiwow)y 守 .1 (在 (* ) 式 中 把 & 取 成 ww) 
以 下 分 二 种 情况 讨论 
A. /第 -… 步 就 跨 入 54 显然 [这 witD 之 |6ril 
B. 车 ?是 在 $i! 中 走 .最 后 一 步 到 达 1. 由 如 -1 的 取 法 知 ii; 之 rl 
C, ! 先 在 S; 中 走 , 中 间 进 入 53,, 最 后 到 达 ms+:， 
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不 妨 设 在 wi 处 路 入 5, 节 ES;,i 莹 7, 则 
Jr | Ct Ve 
综 二 人知 ,tl 是 从 uo 到 ax+l 的 最 短路 。 
此 算法 不 但 给 出 求 两 点 距离 的 方法 ,市 且 … 次 性 能 求 出 一 个 点 到 其 它 所 有 点 的 距离 。 
例如 ,和 作 下 面 权 图 中 ,从 点 4 到 其 余 ? 个 点 的 最 短路 我 们 用 粗 线 给 出 。 


习 是 


1. 若 G= 人 了 ,二 ) 是 有 限 图 , 设 P(G) ,4G) 的 元 数 分 别 为 ms 证明, 经, 其 中 心 : 表示 
W 中 取 2 的 组 合 数 ， 

2. 设 如 起 有 限 图 ,MM,ii 分别 是 G 的 关联 丝 阵 和 相 邻 年 阵 ,证 明 :Ma 和 4: 的 对 角 线 上 
的 元 素 是 6 中 所 有 点 的 度 。 

3. 设 C 是 有 限 图 ,PC(G), 上 L(G) 的 元 数 分 别 为 m:n。6,3 分别 是 G 中 点 的 最 小 度 和 最 大 
度 、 证 明 :3<2zajrr<A。 

4. 设 避 是 图 性 是 G 中 点 的 最 小 上 度 ， 如 果 外 所 ,如 GG 中 有 一 条 长 度 为 二 的 简单 路 。 

5. 设 G=《P,ZL) 是 有 限 图 ,PCO) ,L(G) 的 元 数 分 虽 为 加 ,nxn。 证 明 ; 如 果 n 之 C23_1. 则 G 是 
连通 的 。 

6,， 证 吸 :连通 图 中 任意 沿 条 最 长 的 简单 路 必 有 公共 点 。 

7. 一 公司 在 六 个 城市 ces es 中 的 每 -个 都 有 分 公司 。 从 上 到 的 班机 旅费 由 下 列 

乍 阵 中 的 第 z 行 第 j 列 元 素 给 出 (* 表 示 没 有 直 按 班 巩 )， 
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25 oo 20 10 0 65 
10 25 oo 25 $5 0 
公司 所 关心 的 是 计算 两 城市 间 的 最 便宜 路 线 的 表格 。 请 准备 一 张 这 样 的 表格 ， 
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树 是 计算 视 科 学 中 一 种 经 常 使 用 的 数据 结构 ,本 节 我 们 简 到 介绍 树 的 一 些 性 质 和 算法 。 
定义 ” 设 G= (2, 世 ) 是 图 ,如 果 避 是 连通 的 ,并 有 无 回路 , 则 称 避 是 毛 。 
例如 ,网 4.2.1 中 (1) 是 树 .(2),(3) 不 是 树 。 


人 


图 4.2.] 

把 树 的 图 形 梧 出 来 ,很 象 自然 界 中 的 树 , 故 取 名 为 树 ,而 且 关 于 树 的 其 它 术 话 , 也 取 名 于 自 
然 界 中 树 的 有 关 术 诸 。 

为 了 介绍 树 的 性 质 ,我 们 先 证 明 下 述 重 要 引 理 。 

引 理 1 设 G 是 至 少 有 一 条 边 的 有 上限 图 , 阅 无 回路 , 则 C 至 少 有 一 个 点 只 机 邻 于 另 一 点 。 

证 明 :因为 G 至 少 有 一 条 边 ,所 以 有 一 点 Z1 , 且 Ul 有 相 邻 点 Ta。 

否则 , 令 wi 为 vi 的 相 令 点 ,以 此 类 推 , 亦 即 ,对 之 2, 或 者 vw 只 与 - 相 邻 ,从 而 w 即 为 
所 求 ;或 者 vw; 叉 相 邻 于 w+ 天 ml。 于 是 得 wz wayw+l 因 为 C 无 回路 . 故 这 一 串 点 
不 能 有 重复 ,又 因为 C 有 限 , 故 上 述 这 程 必 在 有 限 步 内 停止 , 故 引 理 得 证 。 

定理 1 如 果 G 是 图 , 则 下 列 诸 命 题 等 价 : 

(1) G 是 树 ; 

(2) GG 连通 并 且 删 去 (的 任意 一 边 . 所 得 之 图 部 不 连通 ; 

(3) 对 6G 中 任意 两 点 vww' tv 关 ww ). 恰 有 一 条 从 wv 到 vw' 的 简单 路 ， 

如 果 G 是 有 限 图 . 设 PCG) 元 数 为 n, 则 下 列 命题 也 与 圭 面 命题 等 价 ; 

《4) G 不 含 回 路 ,并 且 GG 有 (x 一 1 条 边 ; 

(5) 上 G 连 道 , 并 且 GG 有 (wn 一 1) 条 边 。 

证 阴 (IT) 之 (2) 

设 上 是 树 , 证 明山 除 一 边 所 得 图 不 再 连通 。 

采用 反 证 法 , 设 在 G 中 删 去 过 xm, 所 得 图 C 仍 是 连通 的 .于 是 C 的 点 z 和 之 间 有 路 tu、 
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,vv) 是 G' 中 的 简单 路 ,因此 .Gwynsv, vyu) 居 如 中 辐 路 :此 与 G 基 树 矛盾 。 

(2 过 13) 

因为 G 连通 , 奢 以 对 于 %,x ,有 从 到 ww 的 路 ,卡其 中 最 短 者 ,得 从 到 %' 的 简单 路 .着 有 
两 条 这 样 的 路 . 设 为 人 oooyaost (va 其 中 on 一 2 一 太 . 从 左 向 右 厦 
可 找到 最 小 的 ,使 得 关于 是 ,从 避 删 大 边 wo 从 本 -到 下 还 有 路 (zenti 
vorvag 04)， 鼓 忆 删 法 边 忆 -ww 后 ,所 得 之 图 仍 连 通 , 了 矛盾 。 

《3) 汪 (1) 

由 已 知 条 件 知 ,G 是 连通 的 , 若 G 有 回路 (om ,ay…ya), 则 从 = 到 将 有 两 条 简单 
路 :人 oo 和 (osta) 矛盾 , 故 如 中 无 回路 ,所 以 'G 是 树 。 


(1) 守 (4) 

因为 G 是 树 , 所 以 中 无 回路 . 往 证 :G 有 (nm 1) 条 边 。 
对 4 用 归纳 法 。 

n 二 1 时 ,命题 显然 成 立 。 


假设 a 1 时 命题 成 立 ， 

设 恕 有 个 点 ,由 引 理 1 知 ,G 有 点 vw: 且 vw, 人 恰 有 个 相 令 点 vw.-1, 贡 去 wv 和 和 www- 得- 
图 ,因为 忆 匹 回路 ,所 以 G' 无 回路 ,因为 连通 ,所 以 台中 任意 两 点 间 有 路 连接 ,因为 x, 恰 
有 一 相 邻 点 4. : 故 点 m 只 能 出现 在 EC 中 任意 一 条 路 的 两 端 ,而 不 能 出 现在 中 间 , 所 以 边 
zto-1 只 能 出 现在 任意 一 条 路 的 两 端 , 所 以 删 去 点 ww 和 边 ww.-1, 剩 下 的 图 中 任 意 两 点 间 仍 有 
路 ,此 (7 连通 ， 

因此 ,7 是 树 , 由 归纳 假 没 ,{? 有 (一 1) 一 1 条 边 , 故 如 有 (一 1) 一 1 十 I 一 2 一 上 条 边 。 

(4) 一 (5) 

己 知 GG 中 无 回路 .及 个 点 ,(n 一 ]) 条 边 , 往 证 G 连 道 , 对 用 归纳 法 。 

nt 一 2 时 ,命题 显然 成 立 。 

假设 x 一 1 时 命题 成 立 。 

设 G 有 zx 个 点 ,由 引 理 1 知 ,G 中 有 点 www 恰 有 一 相 邻 点 ww- 。 删 去 点 w 和 边 wo-i. 得 
图 GG'。 

显然 ,G' 中 仍 泥 回路 ,但 C 有 对 一 1) 个 点 .由 归纳 假设 ,G" 连通 ,因此 ,将 点 w 和 边 wv. 
注入 如 ,得 C:G 仍 连 通 。 

(5)= (1) 

设 避 有 4 个 点 .ln 一 1) 条 边 ,并 且 连 通 , 往 证 ;G 是 树 .显然 ,只 须 证 G 无 回路 即 可 。 

若 不 候 , 设 CG 有 … 条 回路 . 则 删 去 回路 中 任 一 条 边 ,所 得 之 图 仍 连通 。 对 女 中 每 一 条 回路 . 
部 用 此 法 删 友 一 边 ,最 后 得 一 个 克 回 路 但 仍然 连通 的 图 7 ,所 以 G' 蚌 树 . 而 6' 是 由 GG 副 去 Ck 
部 0) 条 边 所 得 . 极 G 仍 有 个 点 .所 以 由 仙 ) 革 (4) 知 .G6' 有 x 一 1) 条 这 ,但 是 有 (Cn 1! *) 杀 
边 ,而 一 1>n 一 1 一 (因为 A0) .六 盾 。 

推论 1 任 一 有 限 连通 图 必 有 一 支撑 子 图 是 树 。 今 后 ,把 此 支撑 子 图 称 为 母 图 的 支 桩 树 。 

推论 2 若 信 大 有 限 图 与 的 支撑 树 ,we' 为 中 边 , 用 we 不 在 G 中 . 财 信 添上 边 xf 后 
就 有 回路 。 

使 用 定 埋 ] 不 难 证 明 上述 陵 推 论 . 故 证明 从 略 。 

根 树 是 计算 机 入学 中 经 常 使 用 的 概念 ,我 们 从 树 的 概念 出 发 .对 根 笃 给 出 递归 定义 如 下 : 
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(1) 设 了 是 树 .其 点 集 为 V, 点 集 V 中 有 一 个 特殊 点 v., 称 为 树 的 根 。 只 由 … 个 点 构 战 的 
棒 是 根 树 。 

《2》 从 了 中 删除 m 以 及 以 3 为 端点 的 边 后 ,所 得 图 可 分 成 r 个 分 枝 了 Tv, 每 
个 TG=11…or) 也 是 一 标 枢 树 ,Ti 称 作 mm 的 于 树 。 且 每 个 了 ;的 根 都 在 人 中 与 m 相 邻 . 称 为 
的 儿子 。 

次 数 之 2 的 点 又 称 为 树 的 分 枝 点 ,次 数 为 1 的 点 称 为 树 的 叶 。 人 们 习惯 上 把 树 的 根 征 在 上 
方 ;时 画 在 下 方 。 

例如 ,图 4. 2. 2 是 … 棍 根 树 。 


图 4.2.2 

在 本 例 的 根 树 全 中 ,a 是 根 , 删 去 a 以 及 以 a 为 端点 的 边 后 ,得 三 个 分 校 T1,T, 和 了 ;。 每 
个 分 枝 也 是 根 树 ,其 根 分 别 为 b,c.d， 

在 此 根 树 中 ,a,bwc,d ,eh 是 分 枝 点 。 i ,fg,js 是 叶 。 

人 们 在 研究 根 树 夺 ,通常 把 树 的 根 称 为 是 子 树 的 根 的 父亲 , 子 树 的 根 互 相称 为 见 弟 ,而 所 
都 是 它们 父亲 的 此 子 。 根 桂 的 形 是 没有 父亲 的 ,中 是 没有 儿子 的 。 

在 图 4.2.2 中 ,a 有 3 个 儿 于 bycsdoa 大 bocsd 的 父亲 ,6 是 e 入 的 父亲 ,有 两 个 儿子 e 
和 了 ,等 等 。 另 外 ,pc 过 是 兄弟 ,e 和 了 也 是 兄弟 。 

定义 ”如 果 根 树 了 的 每 个 点 最 多 有 两 棵 子 树 , 则 称 工 为 二 又 树 。 如果 两 模子 树 全 出 现 ， 
旭 堪 边 的 一 棵 子 树 称 为 左 子 权 ,右边 的 一 棵 子 树 称 为 右 于 树 : 熙 仅 出 现 一 棵 子 树 , 册 或 者 指定 
它 为 左 子 树 , 或 者 指定 它 为 右 了 怪 。 如 果 “ 棵 根 树 的 每 个 分 枝 点 都 有 两 棵 子 树 , 则 称 该 椅 为 完 
全 二 又 输 。 如 图 4.2.3 是 二 叉 树 .也 是 完全 一 又 树 : 


图.2.3 
对 于 一 义 树 ,-… 个 十 分 重要 的 问题 是 找到 一 种 方法 访问 树 的 所 有 点 ,并且 每 个 点 恰好 被 访 
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访问 要 
() 先 根 次 序 入 历 法 :4 遍历 左 子 树 
(遍历 右 子 树 
“遍历 左 子 树 
(2) 中 根 次 序 扎 历法 :访问 根 
遍历 右 子 树 
| 明 历 左 子 树 
(3) 后 根 次 序 遍 历法 :4 记功 右 子 树 
.访问 要 
例如 ,图 4. 2.4 是 一 棵 二 又 村 个 


图 4.2.4 

在 先 根 次 序 下 ,T 上 的 点 被 访问 的 先后 次 序 是 

abdcegfhi 

在 中 根 次 序 下 ,7" 上 的 点 被 访问 的 先后 次 序 明 

dbaegchfi 

在 后 根 次 序 下 ,T 上 的 点 被 访问 的 先后 次 序 是 

dheehifra 

二 丸 树 在 计算 机 科学 中 有 着 广 泛 的 应 用 .进一步 的 知识 请 参阅 数据 结构 。 

下 面 我 们 来 讨论 一 有 实际 意义 的 问题 。 

我 们 设想 要 建 筑 -个 连接 若干 城市 的 铁路 网 ,已 知 建造 直接 连接 城市 %, 与 ww 的 干线 费用 
为 5。 试 设计 一 个 铁路 网 ,以 使 建筑 总 费用 达到 最 小 。 

将 每 个 城市 着 作 权 图 中 - -点 , 权 图 中 任意 两 点 www 令 cw 为 边 vv; 所 带 的 可。 显然 ,这 个 
问题 是 在 权 图 中 求 一 个 带 权 总 数 最 小 的 连通 支撑 子 图 ,又 因为 权 代 表 费 用 ,六 以 肯定 它们 是 非 
负 的 ,办 此 ,这 一 带 有 最 小 权 的 支撑 子 图 中 没有 回路 . 亦 即 ,这 个 子 图 必 是 图 G 的 支撑 树 . 这 个 
支撑 树 ( 带 有 最 小 权 ) 称 为 权 图 的 误 优 柑 , 上 述 建筑 铁路 的 问题 就 是 求 一 个 权 图 中 的 最 优 树 
瓜 题 ， 

1956 年 ,Kruskal 给 出 了 在 权 图 中 求 塘 优 树 的 算法 ， 

Kruskal 站 法 : 设 (二 iP. 上 ) 是 有 限 连 通 权 图 

和 AA. 在 工 中 选 一 个 权 具 有 最 小 值 的 这 , 记 为 二 esSSroCD) ,其 中 1EL. 令 T= 全， 

B. 设 T= {hn dite 在 L=: 中 选 满足 如 下 条 件 的 边 lt: 

1) 把 ah 并 入 人 后 不 产生 回路 : 
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2) 在 满足 条 件 1) 的 佣 提 下 :tw 的 权 最 小 。 

C， 如 果 找 不 到 注 足 条 件 BB 的 边 , 则 算法 终止 、 

定理 2 设 G= (P. 工 ) 是 连通 权 图 ,Kruskal 算法 停止 时 得 的 图 一 定 是 G 的 最 优 支 撑 树 。 

证 明 ;(1) 先 证 明了 是 支撑 子 图 , 即 证 明 PCT)==PCG)。 

容易 看 出 PCTYCPEO), 往 证 PO)SGP(T), 

用 反 证 法 , 设 rEP(G) ,但 站 PT), 任 取 了 中 点 y, 因 各 是 连 道 的 ,所 以 在 和 中 有 > 到， 
的 路 [一 (roweaory3) 则 xn 不 是 工 中 的 边 ,把 边 zz 加 入 下 中 不 会 产生 回路 ,此 与 了 终止 
在 步 撤 C 子 丰 ,所 以 ,P(G) 一 P(T) 。 

<2) 证 明了 是 一 个 树 , 只 须 证 明了 是 连通 的 《无 回路 出 算法 保证 )。 

若 人 不 连 盈 ,不 妨 候 设 了 有 两 个 分 支 了 和 Ti, 今 ?ETI,yET 了 ., 因 G 是 连通 的 ,所 以 有 
© 中 的 路 (zswsd41)+ 其 中 二 yy 二 7 ;因此 , 必 有 边 viw;; 使 ED,vr1 多 7T. 那 
么 ,把 ww+t 吉 到 了 中 ;不 会 产生 阿 路 , 矛 后 于 算法 停止 ,所 以 全 是 连通 的 。 

(3) 由 (1), (2) 得 ,二 是 支撑 树 , 设 G 有 7 个 顶点 ,二 有 7 一 1 条 边 。 

《4) 证 明了 是 最 优 支 撑 料 ,我 们 证 明 可 以 通过 以 下 不 断交 换 边 的 办 法 ,使 了 的 所有 边 全 
在 某 一 般 优 支撑 树 TT' 中 , 则 了 T==T'( 均 有 + 一 1 条 过 )。 

设 工 是 一 标 最 优 支撑 树 ,1 二 ss) 下 

落 五 村 IT ,在 全 中 加 入 , 则 形成 一 含有 到 的 回路 ,在 此 加 路 中 副 去 一 条 非 坟 的 边 ,不妨 
设 为 刀 , 得 一 图 TT , 今 玉宇 fl! 小 : 则 人 T' 是 支撑 树 。 

对 任意 7EL(G) ,因为 wt) 之 zw (0) ,所 以 ww 人 () 芝 ww (1) 

而 wT)=TT (十 和 ) 所 信 wCTD 并 WCT'), 即 T' 也 基 最 优 树 。 

一 般 地 , 设 A &T' ,T= {i Sadesli ro si 1 T= {hs sd 
dri} 

因为 了 是 支撑 树 , Use 必然 有 回路 C, 不 妨 设 在 +1 晤 回路 中 - 茶 边 ,44 和 区 ， 

信人 一 全 2 则 至 是 支撑 树 .由 Kruskal 算法 步骤 也 ,在 算法 实行 
中 选 六 机 4 而 没 选 41: 说 明志 (和 (+41) 

遍 愉 wT Y=w Tw) tw wT ww) 

因为 “是 最 优 树 , 所 以 TT 也 明 最 优 树 ,但 T' 包 括 五 ,… ,lst1, 反 复 执行 上 述 过 程 .地 后 可 
得 一 最 优 树 包括 了 工 的 所 有 边 , 即 让 = 下 ,所 以 了 基 最 优 树 。 

例如 世界 上 六 大 虐 市 之 问 的 航线 距离 袁 如 上 :以 100 英里 为 1 个 单位 ) 


ol 伦敦 亚丁 哥 纽约 | 书 称 北京 东京 
伦敦 55 3 2 50 59 
黑 西 于 55 26 57 77 70 
纽约 34 20 36 68 57 
已 化 2 7 36 31 86 
北京 ， 56 77 68 5 13 
东 高 59 人 67 0 13 


用 Kruskal 算法 ,可 求 出 连接 此 六 城市 的 最 短 距 离 的 航线 网 。 
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$3 有 向 图 和 有 向 树 


1 
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本 节 讨 论 的 有 向 图 和 有 向 树 的 概念 ,是 为 下 一 节 讨论 Euier 路 做 准备 的 。 因 此 ,关于 有 向 
图 和 有 向 峙 的 实际 意义 可 以 在 下 一 节 看 出 来 。 

定义 G=(P, 有 4) 称 为 有 向 图 ,如 果 PP 是非 空 点 集 ,和 4 是 从 一 点 引 汉 一 点 (不 要 求 一 定 是 
另 一 点 ) 的 弧 集 。 当 了 为 有 限 集 时 ,G 称 为 有 限 有 向 图。 

若 e 是 一 条 从 点 z 到 点 v' 的 强 , 则 称 z 为 e 的 起 点 , 记 为 "一 inir(e)iz 为 < 的 终点 * 记 为 邓 
一 finfe) 。 

有 向 图 中 止 点 (可 以 是 相同 的 ) 问 的 弧 可 以 有 和 无穷 条 。 显 然 , 有 限 有 向 图 中 的 集合 4 未 必 
是 有 限 集 。 亦 即 , 有 限 有 了 向 网 中 的 激 可 以 有 无 穷 多 条 。 

有 向 图 中 点 的 榆 出 次 数 是 集合 :elinit(e) 一 oj; 的 元 数 :点 ”的 和 输入 次 数 是 集合 telfinte) 
一 z 的 元 数 ;点 ”的 度 等 于 点 " 的 输入 次 数 加 输出 次 数 ， 

今后 ,为 简便 计 , 有 时 也 将 有 向 图 G 中 的 点 ww, 现 e, 写 成 vEGeEC。 

定义 设 G,FH 是 有 向 图 :如 虹 PCH) 三 (G),A(H)GG4(G), 则 称 厂 为 侣 的 有 向 子 图 ( 商 
称 子 图 ),G 是 万 的 母国 ,如果 太 是 的 子 图 ,并 且 P(R)=P(G), 则 称 吾 是 6G 的 支撑 子 图 。 

定义 设 G=(P,A) 是 有 向 图 , 张 序列 tej,…,e.) 称 为 G 的 从 v 到 ww 其 长 度 为 n 的 有 向 
路 ,如果 
1) eeEALG) ,=1 ,nn 
2) w=init(e) yw =finte,) 
3) finfe) 一 mites+ ] ki 一 1 
在 不 能 引起 滋 乱 的 情况 下 ,有 时 也 将 有 向 路 Ce:… ,eo) 窑 成 (oye wssv4r1) ,其 中 =init 
f=) 1 =fin(e,), 
定义 ”有 向 图 G 的 有 向 路 (ees) 称 为 商 单 的 ,如 果 
j) initfel einitle,}) 互 不 相同 
2) [mkei),…*finkev) 互 不 相同 


— 


(8, 


定义 ” 设 G=(P,A) 是 有 向 图 ,wEPCG), 从 点 到 自身 的 简单 有 向 路 (长 度 可 以 为 1 或 
2) 称 为 有 向 回路 。 

例如 ,在 图 4.3.1 中 , 弧 c; 的 起 点 是 4 ,终点 是 吾 :点 4 的 输出 次 数 为 1 ,输入 次 数 为 1: 点 
上 8 的 输入 ,输出 次 数 都 为 1, 点 (的 输入 次 数 是 2. 答 出 次 数 是 1; Ce) ,ber,e1nes) 都 是 从 FF 到 全 
的 简单 路 。 


图 4.3.1 图 4.3.2 

定义 ” 设 避 = (P,A) 是 有 问 图 ,对 GG 中 任意 两 点 za (天 z) ,如果 都 有 从 wv 到 的 有 向 
路 , 则 称 G 是 绰 连 通 的 。 

定义 ” 设 G=(P,4) 是 有 向 图 ,rE PCG), 称 7 为 G 的 枢 , 如 损 对 GG 中 任意 一 点 w(t 关 r)， 
部 有 从 v 到 7 的 有 向 路 。 

显然 , 强 连 通 图 的 每 一 点 都 是 二 ,反之 ,每 一 点 都 是 恨 的 有 向 图 也 必 是 强 连通 区 。 

例如 ,上 面 的 图 4, 3. 1 中 每 一 点 都 是 根 , 它 基 一 个 强 连 通 的 图 :图 4. 3. 2 虽然 不 是 强 连 通 
的 ,但 有 衫 >。 

下 面 我 们 介绍 有 向 图 C 的 漠视 展 Go: 

(1) 删 去 忆 中 自身 到 自身 的 弧 ，; 

{2) G 中 任意 两 点 ,车 有 弧 , 只 保 俩 一 条 : 

(5) 峰 去 弧 的 方向 , 即 得 G,。 

显然 ,着 有 向 图 避 是 强 连 道 的 , 则 如 必 有 根 ; 若 有 向 司 G 有 很, 则 漠视 图 Cu 必 和 连通 , 反之， 
不 … 定 成 过 。 亦 即 , 若 Ge 连通 , 则 习 不 一定 有 根 : 才 有 根 , 则 C 林 必 强 连通 。 

定义 ”有 向 图 C 称 为 有 向 树 ( 或 有 根 树 ), 如 果 G 中 有 一 点 r, 并 且 满 足 : 

1) G 中 每 一 点 (oz 天 站) 都 从 是 -条 噬 的 起 点 ， 

2) 7 不 是 任意 一 条 弧 的 起 点 ， 

3)r 是 根 ， 

从 定义 中 我 们 可 推出 有 向 树 有 如 下 性 质 : 

1) 每 一 点 w(x 关 7) 到 7 恰 有 一 条 有 种 路 ; 

2) 没有 有 则 回路 ; 

3) 两 点 间 最 多 有 一 条 骤 。 

例如 ,图 4.3.2 就 是 一 个 有 向 树 。 

定理 1( 转 化 定理 ) 对 有 向 树 G, 芒 无 视 各 弧 之 方向 , 则 得 一 树 Co: 反 之 , 苍 他 是 树 , 可 选 
取 任 意 一 点 做 很 .并 适当 指定 各 边 之 方向 , 则 得 一 有 向 树 6。 

证 明 《1) 因 有 向 桂 有 很 ,所 以 G4 是 连通 的 .以 下 证 无 回路 。 

用 反 证 法 。 设 (zw) 是 C 中 回路 .其 中 二 vn23。 
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A. 若 > 在 此 路 中 , 太 妨 假设 v=, 则 在 G 中 对 应 G6 的 边 wow 的 弧 一 定 是 以 如 到 vw 的. 
义 因 G 中 除根 外 怡 发 一 狐 , 所 以 66 中 边 zw: 必 是 6 中 内 zw 到 的 统 … ,5 中 边 tt-izi 必 是 
局 中 名 证 避 1 的 强 ,yGi 中 过 ivy 必 基 (下 到 zm-1 的 张 ,而 一 z 一 r* 子 盾 ， 

B. 芷 不 在 此 回路 中 ,由 有 向 树 定 义 郑 ,zs 或 ma 窜 发 一 弧 , 不 妨 设 G6 中 的 边 reo: 是 G 中 
从 wo 到 十 的 弧 . 则 =z 已 发 弧 , 如 GG, 中 的 边 26_1%, 是 如 中 愉 wi 到 的 弦 ,…. 则 人 G, 中 边 
mx: 是 C 中 从 了 茹 到 的 弧 , 于 是 ,得 C 中 一 有 向 回路 ,了 矛盾 。 

《2) 下 面 规定 各 边 之 方向 

任远 树 中 一 点 + 做 为 根 ,规定 :将 G6 中 边 ww' 改 成 从 uv 到 ww' 的 最, 当 且 仅 当 关 7r 且 从 wv 到 
r 的 简单 路 ,第 一 步 通过 过 , 亦 即 这 条 简单 路 形 如 (zw ，… sr) 

A， 首 先 证 叫 上 述 艳 定 无 矛 填 。 即 每 条 边 都 有 方向 且 方 向 确定 。 

对 树 Ce 中 任意 一 边 ww' .车 =r, 则 按 规 定 , 将 过 vw' 改 成 从 vw 到 + 的 汽 , 假 设 v 关 +r, 下 面 
证 按 规 定 或 者 从 天 vv' ,或 者 从 ww' 到 ,二 者 必 居 其 一 。 

因为 从 m, 志 都 怡 有 一 条 到 -的 简单 路 (solosy Cv), 车 W 关 v1 天， 
则 由 于 "天 w ,所 以 可 设 ww; 是 这 了 于 条 路 中 从 左 向 右 看 第 一 对 相同 的 点 , 亦 即 w= 二, 但 是 
0 和 不 相同 ,所 以 ess wit yovi :v'sv) 是 从 ww 到 自身 匆 简 单 路 ， 
当 i 二 j= 二 1 时 ,此 路 为 (wyatt) ,长 度 为 3, 即 此 路 是 回路 , 闻 盾 。 

下 曾 证 二 者 怡 居 其 一 

车 = 名 ;和 且 如 二 则 Cuestarent 7) (vst sr) ,其 中 vw! 关 v4, 是 两 条 不 司 的 从 到 v 


的 简单 路 ,矛盾 。 
综 上 所 述 , 按 上 述 规 定 , 树 Cs 中 任意 一 边 都 能 改 成 一 个 有 确定 方向 的 台 , 亦 邵 ,将 Ge 改 成 
了 一 个 有 向 图 C。 


B. 往 证 G 是 尺 > 为 报 的 有 向 和 树 。 

(一 ) 每 一 点 褒 是 一 弧 的 起 点 (> 天 r)。 

任 取 如 中 一 点 v, 且 zz 联 r: 由 于 在 Go 中 存在 从 到 + 的 简单 路 ,所 以 校规 定 .在 G 中心 必 
发 弧 。 若 从 发 两 条 统 , 设 这 两 条 浙 的 终点 分 别 为 ,vt 豚 如 , 则 存 Gs 中 从 % 到 r 有 了 两 条 
简单 路 ， 

yw) 和 (ew,… ,rr) ,矛盾 。 

(二 ) ~ 不 是 任意 一 条 弧 的 起 点 。 

由 规定 知 ,此 结论 显然 成 立 。 

(三 )r 是 根 。 

对 避 中 任意 一 点 v: 在 G6 中 恰 有 一 条 从 到 + 的 简单 路 。 按 规定 此 简单 路 上 诸 边 的 方向 
都 指向 x, 故 在 6 中 ,这 是 一 条 从 vw 到 7 的 有 向 踏 。 


1. 试 举 出 一 个 连 首 的 (项 浇 视 为 图 后 居 连 通 的 }. 但 无 根 的 有 同 图 。 

2. 设 操 是 有 向 岂 ,其 中 食 一 有 向 路 (esem) ,其 中 fintke) 一 intttet) ,证 明 ;G 不 是 有 向 
树 。 

3， 设 如 为 有 向 图 ,车 (具有 有 向 树 定义 中 的 1) 和 2). 并 没有 有 向 回路 。 问 : 若 G 有 限 . 
G 是 否 是 有 向 树 ? 若 G 不 是 有 限 的 .如 何 ? 
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4. 证明; 车 + 是 有 向 图 台 的 根 , 则 GG 必 伟 有- -个 以 -为 根 的 有 向 支撑 树 。 
34 Euler 路 


定义 设 G 是 有 向 图 ,G 中 一 条 Euler 路 ,就 是 一 条 有 向 路 (el ,yes) ,其 中 fin(es) 一 init 
《el) ,和 而且 G 中 每 条 弧 在 此 有 向 路 中 怡 出 现 一 次 ， 


人 
本 €, sD ol 
B 
Ey 好 3 
图 4.4.1 


注意 ,Euler 路 未 必 是 有 向 回路 ,因为 它 未 必 是 简单 的 。 例 如 图 4. 4.1 中 的 有 向 图 G, 其 中 
《el yesyesyei) 是 Euler 路 ,但 不 是 简单 有 向 路 。 从 交 4.4. 1 还 可 看 到 ,G 中 的 每 个 点 未 必 在 Eu- 
ler 路 中 恰好 经 过 一 次 ;G 中 的 点 可 以 不 在 Euler 路 中 出 现 ( 如 图 4 4.1 中 的 厂 , 下 ), 也 可 以 出 
现 多 次 (如 点 8B)。 

Euler 路 是 一 有 向 图 中 周游 诸 弧 的 路 线 。 一 个 有 向 图 ,如 果 存 在 着 Euler 路 ,就 称 为 Euler 
图 。 

Euler(1707 一 1783) 是 图 论 的 创始 人 ,1736 年 ,这 位 瑞士 的 数学 家 在 图 论 的 第 一 篇 开创 性 
论文 中 ,讨论 了 一 个 有 趣 的 问题 , 即 所 谓 柯 尼 希 斯 堡 (Konigsberg) 城 七 桥 癌 题 。 这 个 城市 就 是 
现在 的 加 里 宁 格 昔 , 位 于 普 列 徐 尔 (prege[) 河 西岸 并 包括 河中 的 两 个 岛 同 , 干 是 城市 就 分 成 了 
四 个 部 分 ,各 部 分 通过 七 座 桥 来 连接 ,如 图 4.4 2(a) 所 示 。 这 样 就 产生 了 一 个 周游 七 恬 问题 ; 
能 不 能 从 家 时 出 发 ,经 过 七 桥 俭 好 一 次 又 回 到 家 里 ? 因为 这 里 的 兴趣 在 于 过 桥 , 所 以 可 以 把 
及 ,B,C ,DD 设想 成 项 点 ,而 把 桥 画 成 线 , 如 图 4. 4. 2(h)? 所 示 ( 这 不 是 图 ,因为 两 点 间 有 多 杀 边 ) 。 
现在 的 问题 就 是 ;能 否 使 图 4. 4.2(b) 成 为 -个 有 向 图 ,而 用 是 Euler 图 * Euler 指出 ,这 是 不 可 
能 的 ! Euler 路 和 Euler 图 因此 而 得 名 ， 


区 4.4.2 
定义 设 CE 是 有 问 图 .C 中 点 "说 是 孤 主 的. 如果" 的 输入 和 输出 次 数 全 为 0; 说 是 平 
街 的 ,如 果 CC 中 每 点 ,者 有 有 限 的 输入 次 数 和 输出 次 数 ,而 昌 输 入 次 数 与 输出 次 数 相等 。 
于 中 ,一 有 限 平 稀有 向 图 ,其 弧 数 有 有限 。 显 然 . 一 有 向 图 若 存 在 Euler 路 , 则 必 平 衡 。 央 为 
Euler 路 每 经 过 -点 1 次 ,该 点 就 得 到 输入 次 数 和 输出 次 数 各 一 次 ,这 样 ,车 一 点 失 被 经 过 次 
偿 二 0 时 是 弥 立 的 ), 则 该 点 在 这 有 向 图 中 的 输入 次 数 和 输出 次 数 就 都 有 是， 由 此 可 见 .Euler 
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图 中 每 个 点 所 炙 及 的 弧 必 为 偶数 条 (输入 输出 各 半 )。 图 4. 4,3 是 一 有 限 平 衡 有 向 图 ,而 (erc， 
Es C1 En 2l O10 voor Els ,fz0) 是 其 中 的 一 菜 Euler 路 © 


图 4.4.3 一 个 平衡 的 有 向 图 


在 七 恬 问 题 中 ,图 .4. 2(b) 是 不 可 能 赋 于 诸 线 以 方向 合成 为 Euier 图 的 ,因为 其 中 有 些 
点 所 触及 的 线 是 奇数 条 (图 中 4,B,C;DD 所 触及 的 线 分 别 是 5,3,3,3 条 , 竟 全 是 奇数 ) 。 

一 个 Euler 图 G ,期 果 没 有 攻 立 点 , 则 必 强 连通 。 事实 上 ,这 时 操 的 全 部 点 几 出 现在 一 条 有 
向 路 (e116e2，…* em) 上 , 即 出 现在 Euler 路 上 . 其 中 ,init(e)=fin(en)。 沿 着 这 条 路 线 走 两 圈 , 总 
能 够 先 到 达 任 -给 定 的 蔬 点 ,然后 再 刹 达 另 一 任 给 的 顶点 这 、 即 对 任意 的 mv ,都 存在 从 > 
到 ww" 的 有 向 通路 。 | 

Euler 路 实际 上 是 “条 - 笔 撑 路 线 。 

定理 1(1,，]，Good,J. London Math， Soc， 21(1947)) 设 G 是 无 孤立 点 的 有 限 有 向 医 。 
于 是 ,G 有 Euler 路 当 且 仅 当 C 是 平 衔 的 ,并 且 强 连通 。 

证 明 : 必 要 性 显然 成 立 。 

充分 性 ,由 于 如 没有 孤立 点 ,所 以 上 & 的 任 一 点 至 少 发 出 一 条 统 , 于 是 G 中 存在 至 少 一 条 有 
向 路 ,并 且 在 该 有 向 路 中 没有 弧 被 重复 使 用 ， 因 为 @ 是 平衡 的 ,所 以 避 中 弧 数 有 限 ,所 以 这 样 
的 路 也 有 限 。 设 £= (el en) 是 由 无 重复 弧 构 成 的 有 馈 路 中 的 最 长 者 , 往 证 工 是 Euler 路 。 

1) 证 明 init(e.)==fin(e,) 

A. 设 v=fin(em);, 往 证 由 发 出 的 所 首 弧 都 在 工 中 。 

反 证 法 , 若 e 不 在 工 中 ,日 initte) 一 vw 则 (Ce,，… ,ense) 就 是 一 条 比 工 轩 长 的 由 无 重复 弛 构 
成 的 有 向 路 ,了 矛盾 。 

B. 证 明 由 发 出 的 条 强 中 , 必 有 , 即 证 :由 ww 发 出 的 上 条 弧 必 有 一 条 排 在 上 的 最 前 
面 。 

反 证 法 .着 从 vv 发 出 的 条 弧 中 无 e;, 则 设 这 六 条 弧 是 6.es.… ,ens* 其 中 2 全 ij 达 m, 因 为 
vens'"set 内 发 出 且 都 在 有 向 路 工 中 : 则 必 有 eiesirwioea-i 射 入 v. 且 1 一 1 三 m 一 
1, 包 至少 有 不 荣 统 里 入 vw. 这 上 条 缠 中 个 包括 en; 针 em 也 射 信 wv, 于 是 至 少 有 十 1 淋 弧 射 入 v， 
即 * 的 输入 次 数 至 少 是 & 十 1 ,而 输出 次 数 是 上 ,矛盾 。 

同 理 ,G 中 发 到 的 二条 强 也 都 出 现在 工 中 ,并 且 这 不 条 弧 中 必 有 co。 

所 以 ,在 取 工 时 ,无 论 骂 条 浙 作 为 第 一 条 跌 . 可 得 工 是 一 条 从 某 点 出 发 ,到 自身 的 有 向 路 
且 弧 不 重 所 。 

2) 让 明 :C 中 所 有 有 的 踊 必 恰好 在 工 中 出 现 一 次 。 

.显然 , 愉 须 证 避 的 每 条 强 必 在 工 中 出 现 邮 可 ， 
对 于 工 , 阁 顶点 忆 在 工 中 , 则 用 1) 中 的 方法 可 以 证 明 , 从 出 发 到 所 有 弧 都 在 工 中 。 
设 e 是 G 的 一 弧 ,w==initte), 任 取 二 中 一 点 vw 内 为 避 强 这 遂 ,ww 间 有 有 向 路 (ei ,Pr;…、 
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2 ) 且 initte?) 二 vw ,fin(le’ )==w; 拱 wv 在 工 中 ,e!l 是 由 mv 发 出 的 组 ,所以 e 在 中 ,因此 inte,}= 
init(es} 二 vi 在 虐 中 ,所 以 ei 在 工 中 . 同 理 ,ei 的 终点 w 在 工 中 .所 以 “在 工 中 。 由 < 的 任意 性 
知 ,中 兰 岁 出 现在 工 中 ， 
综 上 , 攻 是 一 条 Euler 路 。 
推论 设 C 是 无 孤立 点 的 有 限 右 向 图 ,于是 ,G 有 Euler 申 当 月 仅 当 平衡 ,并 且 将 避 漠 
视 为 图 Cs 时 是 连通 的 。 
分 析 定 理 1 的 证 明 ,不 难看 到 此 推论 是 成 立 的 。 
定理 2 设 鼠 是 无 亚 立 点 的 有 限 有 向 图 ,并 且 台 有 一 条 Euter 路 (even)、 令 上 一 fin 
《en 7 一 initte1) ,对 每 个 点 vr , 令 e[%j] 一 ey; 其 中 1 一 maxt{jlinit(e;) 二 v)。 于 是 ,6G 的 全 部 点 和 
全 部 弧 {eLv]iv 夫 r} 徐 成 的 有 向 图 C ,是 一 个 以 > 为 根 的 有 向 树 , 即 有 向 支撑 树 ， 
证 明 :; 由 ce[v] 的 定义 知 : 
(1) 对 每 个 点 v 才 7 , 愉 育 一 红 e[z3 发 出 ， 
(2) r 不 发 出 任何 统 、。 
干 面 我 们 证 明 : 
(3) 是 根 。 
先 证 如 中 无 有 向 回路 。 
若 不 然 , 设 有 - -个 有 向 回路 人 ,efwjyeLv']],…) ,显然 ,回路 中 没有 +， 
令 e[vj=e,;eLv']==e; ;因为 弧 e; 发 天 点 vw, 而 w 关 r, 所 以 ej+; 是 由 v' 发 出 的 ,但 ey 是 由 
发 出 的 弧 中 鼠标 最 大 者 ,所 以 j<<7。 
. 丽 此 有 向 回路 又 可 写成 人 [zeto]) 
间 理 得 郑 << 产 矛盾 。 
下 和 面 证 对 GG 中 任 一 点 tv 在 中 ,有 ~* 条 从 zz 到 7 的 有 向 踏 。 
事实 上 ,在 售 中 ,从 忆 出 发 ,可 以 这 样 走 下 去 
2->finfe[z])-finfe[finfe[z])]) 一 …。 
因为 G' 中 盛 有 向 回路 ,所 以 此 路 上 点 光 重 复 , 由 于 必 有 限 , 故 最 后 必然 停止 在 不 发 弧 的 点 
7 上 ,所 以 ,r 是 棋 。 
定理 3 设 避 是 有 限 平衡 有 向 图 ,CG 是 G 的 有 疝 支 撑 树 , 设 (的 根 为 ;GG 中 点 vw( 关 7) 发 
出 的 弧 为 e[vj. 设 el 是 + 在 G 中 发 出 的 任 一 条 弧 ,如 果 从 a 开始 任 一 条 有 向 路 工 = (el，*… .e。) 
满足 ， 
(1) ec 天 es 当 j 子 时 
(2) 二 e[zj 当 日 仅 当 initle;)) 二 并且 如 中 由 发 出 的 弧 都 出 现在 (ej、… ej) 中 
(3) 工效 止 在 et3G 中 共 es 的 终点 发 出 的 弧 部 已 经 在 二 中 出 现 。 
则 有 向 路 鞋 是 一 条 Euler 路 。 
证 明 : 普 先 证 明 finte)==init(e1)==r 
由 条 件 (3)? 件 :由 一 fce) 发 出 的 弧 都 在 二 中 ,仿照 定理 j 的 证 明 . 不 难得 到 结论 :fin 
fen 发 出 的 弧 中 ,有 一 条 是 e, 即 finte,)==init (el ) 。 
其 次 证 明 驴 中 每 条 弧 恰 在 元 中 出 坝 一 次 ,由 条 件 (1) 知 .只 须 证 出 G 中 每 条 弧 部 出 现 即 
可 。 
反 证 法 , 设 G 中 张 e 不 在 工 中 , 令 finte} 一 vz, 由 GG 和 二 的 于 衡 性 知 ,G 中 有 一 条 由 4 发 出 
的 狐 * 不 在 工 中 ,由 于 > 发 出 的 弧 部 在 过 中 , 故 ws 天 r, 册 条件 (2) 知 ,e[z] 厅 在 过 中 。 
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同 理 , 当 finte[ wj]) 关 7 时 ,efinCe[Lvj])] 不 在 工 中 .…, 于 是 ,得 一 有 向 路 :上 一 \ee[vw],e 
[fintefwj)],…), 并 且 工 中 的 弛 不 在 工 中 ,ZL' 中 的 弧 都 是 全 的 弧 ( 除 e 以 外 ), 荆 不 能 无 限 延 
长 ,最终 必 到 达 ”>, 芭 有 一 条 从 了 发 出 的 绪 不 在 了 丈 中 ,与 (3)? 了 矛盾 ,所 以 G 中 弧 均 出 现在 工 中 , 即 
工 是 一 条 Euler 路 。 

例如 ,试看 图 3 中 有 占 图 C, 合 上 是 恕 中 由 顶点 zz .vs 和 eovea 组 成 的 有 向 子 树 \ 根 一 
1)。 从 弧 es 出 发 ,可 按 定理 3 的 形成 规则 得 出 Euler 路 若干 , 计 有 8 条 之 多 ， 

(el 1620 E00 5 Eb yetyeoyeiveazyeal) 
《ely 1826 1 E10 20 81s 1b92 nC21 1810 601) 
(ej2 se20+2d1 1 e109 Boo C01 res Cr2 se21) 
(p12 1€20 + C91 rla 1 €22 a » E10 Et0 E01 ) 
{12 ‘Cr2 + E20 €00s601 1E19 + E01 E12 E01) 
(eliyezzyetoyeooye0 Cl E21 810+C01) 
(els C12 8501 0801 C10 E00 E01 1s + es1) 


下 ' 
(es B22 PEI + C0l 9 E12+641 215nyego0 ,Co1) 


345 Hamilton 路 


定义 ” 设 G=(P,L) 是 有 限 图 , (vw,… sv,) 是 6 中 一 条 路 。 如 果 GG 中 每 点 恰 在 此 路 中 出 更 
一 次 , 则 称 此 路 为 Hamilton 路 ;如 果 G 中 每 点 , 涂 包 外 , 挫 在 此 路 中 出 现 一 次 ,而 =v, 则 比 
路 称 为 Hamilton 回路 。 

定义 设 G=(P:Z) 是 有 限 图 ,如 果 台 中 有 一 条 Hamilton 回路 , 则 称 C 为 Hamilton 国 。 

例如 ， 


图 4.3.1 图 4.5.2 


图 4. 5,1 是 Hamilton 图 , 它 有 - 亲 Hamilton 同 路 (4,B.0.B.E.A)。 图 4,5.2?2 中 有 
Hamilton 跨 , 但 无 Hamilton 回路 ,下面 我 们 来 说 明 这 个 事实 ， 

设 图 4. 5.2 有 Hamilton 回路 CC 多 历 所 有 顶点 又 回 利 出 发 点 , 则 AC,AB,DF.FC.GC, 
GE 必 在 CC 中, 则 以 C 为 庙 点 的 三 条 过 出 现在 回路 妇 中 ,这 是 未 可 能 的 。 

关于 Hemilton 路 和 Hamitton 回路 下 面 的 性 质 是 显然 的 ， 

1. 车 图 中 有 一 点 的 度 为 1, 刚 无 Hamilton 回路 。 

2. 车 图 中 有 一 点 的 度 为 0. 则 既 无 Hamilton 路 ,又 无 Hamilton 回路 。 

3. 设 图 中 有 一 点 的 度 为 2. 若 和 Hamilton 回路 , 则 以 此 点 为 端点 的 丙 条 边 均 出 现在 此 国 
路 中 。 

4 设 图 中 有 -… 点 的 度 大 于 2, 车 有 Hamilton 回路 . 则 只 用 其 中 的 酚 条 边 。 

例如 ,我 们 来 说 时 图 4. 5. 3 不 是 Hamilton 图 。 
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事实 上 ,点 工 的 度 是 5, 若 有 Hamilton 
路 ,只 能 用 以 上 为 端点 的 两 条 边 而 抛 章 其 余 的 
3 条 ,对 点 五. 了 也 有 类 似 情况 , 因 此 共有 从 工 ， 
吾 ,J 三 点 出 发 的 9 条 边 ,不 华 Tamilton 回路 
中 ,点 五 的 并 是 3,Hamitton 回路 仅 和 以 下 为 
端点 的 两 条 边 , 有 一 边 不 在 Hamilton 回路 中 . 
同样 的 情况 出 现在 点 B,D,0. 因 此 ,有 4 杀 以 
天 ,如 ,DO 为 顶点 的 边 不 在 Hamilton 回路 中 、 
所 以 图 4. 5. 3 中 有 13 条 边 不 在 Hamilton 回路 
中 ,而 此 图 共有 27 条 边 , 即 只 有 14 条 边 可 用 ,图 4.5.3 有 16 个 顶点 ,要 够 成 Hamilton 回路 需 
要 16 条 边 , 故 无 法 构成 Hamilten 回路 ,所 以 图 4. 5. 3 不 是 Hamilton 图 。 

和 Euler 路 不 同 ,Hamilton 路 感 兴趣 的 是 图 中 的 点 ,- :条 Hamilton 路 决 不 会 在 两 点 间 走 
两 次 以 上 ,多 此 ,没有 必要 在 有 向 图 中 讨论 它 , 只 在 图 中 讨论 它 就 可 以 了 。 

一 个 邮递 员 , 如 果 他 的 任务 需要 遍历 某 些 特定 的 街道 ,那么 他 最 好 走 一 条 Euler 路 ;如 果 
他 的 任务 是 联系 某 些 桂 定 的 收发 点 ,那么 他 最 好 走 …- 条 IIamilton 路 。 

Fuler 路 问 Hamilton 路 相 比 较 , 前 者 机 周游 诸 弧 ,后 者 要 周游 渚 点. 虽 仅 有 一 字 之 差 , 促 
两 霍 的 困难 程度 却 不 大 相同 ,对 于 前 者 ,在 上 节 我 们 已 得 到 了 一 些 较为 深刻 的 定理 ,比较 满意 
的 解决 了 这 个 问题 ;但 对 于 后 者 , 却 没有 令 人 满意 的 结果 。 寻 找 一 全 图 是 Hamilton 图 的 充分 必 
要 条 件 , 仍 是 图 论 中 一 个 重要 问题 。 

定理 1 如 果 图 G=(P,) 是 IIamilkon 图 , 则 对 PCG} 的 任意 一 个 非 空子 集 5 ,都 有 

WG— SS) |S| 

其 中 fs 表示 集合 5 的 元 数 .G 一 S 表示 在 G 中 担 去 S 中 的 点 以 及 以 5 中 的 点 为 测 点 的 
所 有 边 而 阐 下 的 图 。 

证 明 : 没 C 是 G 中 的 Hamilton 回路 .因为 在 回路 中 ,依次 剧 去 -- 点 及 与 此 点 相 邻 的 两 杂 
边 每 次 最 光 只 增加 一 个 分 支 ,所 以 


Pt 一 5) 扫 3| 
叉 因 为 是 G 的 支撑 子 图 ,所 以 忆 一 S 也 是 G 8 的 支撑 子 图 , 故 
WG SS) WC 3) 1S! 
此 定理 只 是 判 电 Hamilton 罗 的 一 个 必要 杂 件 . 道 常 旭 它 来 证 明 一 个 图 不 是 Hamilton 辐 。 
例如 ,将 图 4. 5.4 中 点 有 4,B,C 的 集合 记 为 8. 于 是 .图 4. 5.4 筒 去 5. 剩 下 的 图 的 分 去 数 
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是 4. 即 WI( 图 4.5.4 一 S)=4, 而 IS|==3, 出 定 瑾 1 知 .图 4.5.4 人 不 是 Hamilton 图 。 定 理 1 用 于 
图 4.5.5, 图 4.5.6, 得 木 出 任何 结论 ， 


是 SS 呈 4.5.1 

定义 设 图 CC 是 非 Ilamilton 图 , 苦 在 G 中 增加 任意 一 条 边 wv,GU iuv} 就 变 成 Hamilton 
图 , 则 如 称 为 航 大 非 Hamilton 图 。 

定理 2 (Dirac,G. A. ,1952) 若 G=(P,L) 是 有 限 图 ,， PCG) | 之 3,6 宕 |PLG)1/2,; 则 GG 
是 Hamilton 图 。 其 中 |T(G) | 表示 图 GG 中 点 数 ,6 表示 如 中 点 的 最 小 度 。 

证 明 ; 令 Y= |P(G)|。 今后 ,将 一 直 用 7 表示 |P(G)|。 

上 到 让 小 , 即 证 车 C 是 非 Hamilton 图 , 则 在 G 中 一 - 定 能 找到 其 度 <Y/2 的 顶点 。 

设 Cs 不 是 级 大 菲 Hamilton 图 , 则 可 以 不 断 地 向 Gu 增加 车 干 条 边 ,把 G。 变 成 极 大 非 
Hamilton 图 避 , 显 然 , 对 任意 点 vwEP(O) ,dc (v) 达 dec(v) ,那么 ,如 果 在 C 中 能 找到 度 <Y/2 的 
点 ,在 ;中 也 一 定 能 找到 。 

所 以 ,不 妨 假 设 避 是 极 大 非 Hamilton 图 ,在 G 中 增加 一 条 边 , 则 GU fuv}) 是 IIamilton 
图 ,于 尾 GU {wv} 有 Hamifron 回路 忆 , 在 回路 中 把 xz 有 出去, 变 成 吕 中 一 条 Hamilion 路 上 ,LL= 
《arvarnwv,) :其 中 心 二 a;w, 二 zw。 利用 工 做 两 个 集合 , 令 5 一 i | 边 包 nmSL0)),i=],2， 
,7 一 1,( 即 如 果 名 sv; 中 某 vwj 与 wv: 相 邻 , 则 把 在 工 中 前 一 个 顶点 放 入 3 中 》。 T= 
过 vvyELtO)} i127。 

对 点 集 S 垂 ,我们 可 以 证 明 SNT=# 车 ST 关 # 设 ww,ESNT, 则 ,i 与 vw 相 邻 ,于 是 

CU Ua UV 1 ) 

是 6 条 Hamilton 回路 :与 C 不 是 Hamilton 图 矛盾， 

下 面 证 在 G 中 能 找到 共度 <7/2 的 顶点 。 

因为 ESUT, 克 |SUT|<7Y. 于 是 dt 一 dr)=|15| 一 ee =|SUTI<Y 

从 而 rar 中 至 少 有 点 的 麻 <<772 ,这 三 9 关 Y2 了 矛盾, 故 避 是 Hamilton 图 ， 

定理 ?无 法 用 于 图 4. 5- 5, 图 4 5. 6。 

引 理 1 设 G 是 有 限 图 .u,v 是 G 中 任意 不 相 邻 的 两 点 ,并 六 满足 da 二 ic)>7, 则 四 
是 Hamilton 图 的 充 要 条 件 是 GU iav}? 是 Hamilton 图 。 

证 明 : 必 要 性 显然 。 

充分 性 , 艺 GUlue1} 是 Hamilton 图 .而 如 不 是 ,仿造 定型 2 的 让 明 , 得 利 dte) 二 dtr)<y， 
矛盾 。 

定义 ” 设 G 是 有 限 图 。 反复 连接 G 中 不 相 邻 的 并 且 其 度 之 和 不 小 于 7 的 点 对 ,直到 没有 
这 样 的 点 对 为 止 。 最 后 上 所 得 之 图 称 为 6 的 闭合 图 . 沁 为 C(G)。 

例如 ,得 图 4. 5.6 的 闭合 图 的 过 程 如 下 : 


引 理 2 ”有限 图 的 闭合 图 避 (G) 是 崔 一 确定 的 。 
证 明 ; 设 在 G 中 增加 边 六 ,省 后 得 闭合 图 CCG)， 
在 G 中 增加 边 六 .… ,太后 得 了 疼 台 加 CCC)。 
我 们 来 证 明 Cl(G) 一 CCG)， 
只 需 证 : fs 二 fm} 即 可 。 
否 旭 , 设 i 是 第 一 个 不 在 { 记 … fm} 中 的 边 , 设 ft 二 uv, 做 图 日 =GU fs,)， 
因为 H 是 CG) 的 子 图 ,而 444: 不 在 CeOG) 中 ,所 以 dy (uw) 二 dn(wW)<Y。 
另 -- 方 面 , 因 GU i ,…4i} 是 口 的 闭合 图 ,所 以 dntw) 十 dtw) 之 7, 雍 盾 , 民 
A 三 (nf): 同 理 , 人, 了} 三 人 
故 人 
定理 3(Bondy ,J. A. ,Chvatal,V. ,1974) 有 限 图 C 是 Hamilton 图 的 充 要 条 件 是 其 闭合 
图 CCG) 是 Hamilton 图 。 
证 明 : 设 图 G 如 入 边 序列 44，…' ,7,) 后 ,得 闭合 图 CCG)。 
由 引 理 1 知 ， 
他 是 Hamilton 图 所 CU 1 是 Hamilton 辐 
sCU {DU (是 Hamilton 图 
es 
GU 是 Hamilton 图 
本 此 ,G 是 Hamilton 图 当 且 仅 兴 C66) 是 Hamilton 图 。 
推论 1 设 G 是 在 限 图 , 若 C(G) 蚌 完全 的 , 则 GG 是 Hamilton 图 。 
此 推论 可 以 推导 出 很 多 用 点 的 庶 米 表达 的 关 十 图 是 Hamilton 图 的 充分 条 件 。 例 如 , 当 6 
之 Y/2 时 (6 是 图 中 点 的 最 小 度 ) ,对 于 图 中 任意 丙 点 uv 部 有 
dn) + dtv) >7 
故 该 图 的 闭合 网 是 完全 余 . 亦 即 该 吏 基 Hamilton 图 。 由 此 可 匈 ,Dirae 茶 件 (定理 2 实际 
上 是 此 推论 的 一 个 特例 。 
用 此 推论 .不 难看 出 贸 4. 5.5 是 Hamilton 图 .而 图 4. 5.6 是 无 法 使 用 Dirac 条 件 来 判定 
的 。 鼓 定理 3 强 于 定理 >。 
定理 4 设 有 限 图 G 前 度 序列 ( 亦 即 G 的 各 点 的 度 , 淡 大 小 顺序 排 成 的 序列 ) 为 (gd; 
存在 这 入 的 24, 黄 之 Y 人 2, 并 全 得 
ds Cmdr LT—m 
内 心 是 Jamilcon 图 . 
证 明 ; 用 上 反 证 法 ,假设 全 不 是 Hamilton 六 .我 肖 证 阴 在 @ 前 麻 庆 列 中 可 纵 找 到 六 .使 闫 雪 
YA2 dw 之 mdy-m7 一 所 。 由 定理 3 知 .GG 笃 闭 合 轨 CD) 也 不 是 Hamilton 图 , 设 CCG) 中 点 
的 度 为 d(C). 因为 C06G) 不 居 Hamiltor 图 .证 以 CCG) 不 是 完全 图 , 妈 CC(G): 中 有 不 相 邻 的 顶 
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点 ; 设 &ev 在 Ct6) 中 不 相 名 且 G0) 十 d'(w) 取 最 大 值 ,不 妨 设 Ww ()<&d' (0), 因 4 Cu) 和 
(tT) 在 CG) 中 不 相 名 ,上 0 二 2 之 7》 令 WW) 二 m, 则 zm 就 是 我 们 要 找 的 产 *, 以 下 证 明 
这 个 事实 。 
利用 xm 做 两 个 集合 
S$ 二 {TlxEP(G) yx 在 人 CC) 中 与 z 不 相 邻 } 
了 一 4z|zEP) 在 CGG) 中 与 不 相 邻 ! 
则 |S1=7Y 一 2d' (vw) ,TI 一 7 一 4Q'(w) ,集合 S$ 一 {wv 中 点 的 度 都 小 于 等 于 2Q'(w), 即 吉 。 
所 以 CCG) 中 度 小 于 等 于 zx 的 点 的 个 数 之 1S 一 [vw}| 
一 13| 一 :1 
=7—d(v)—1 
>d'(u)—1 ( 因 2 (十 d' (vw) 之 7) 
= 一 1 
即 C(C) 中 度 小 于 等 于 产 的 点 的 个 数 至 少 为 扣 。 
同班 ,集合 工 中 的 度 均 小 于 等 于 4’(v)， 
所 以 CC(G) 中 度 小 于 等 于 (vw) 约 点 的 个 数 之 |T| 
=7—d' (2) 
一 Y 一 说 
又 因 dw < —d' (a) =7—m 
所 以 C(O) 中 度 小 于 7Y 一 m 的 点 的 个 数 至 少 为 了 一 ee 
综 工 , 在 CO) 中 度 序 罚 (qi,**… ,dy) 有 
dy, md Yn 
由 da 十 中 (< 知 ACw) 必 XY12, 所 以 zm 之 Y12, 即 存在 这 样 的 xr。 
因为 G 是 CtG) 的 子 图 ,所 以 在 GG 中 也 存在 这 样 的 mx, 牙 屠 。 
图 4. 5.5 的 度 序列 为 ,Caisdsydssdirdsriderdirdssdds) 二 {3.3,3,51,5,6,7,8,8) .7 二 9,7Y/2 
二 4,5, 量 然 , 取 芭 =1,2,3,4; 玫 不 能 同时 满足 lo 所 wdr-w<y 一 到, 才 由 定理 4 知 ,图 4.5.5 
是 Hamilton 图 。 
图 4.5.6 的 度 序 列 为 :das 让 ) 一 (2,2,2,3,3,4) 取 下 一 2 显然 ,mm<7A2.d， 
守 2:d<4。 故 定理 4 无 法 判定 图 4. 5.6 是 否 是 Hamilton 图 。 
可 见 , 定 理 4 强 于 定理 2, 但 不 强 于 定理 3。 
定义 ”实数 序列 (p1,… ,pp,) 称 为 由 实数 序列 (gy … ,9,) 所 一 大 ,如果 pi 和 Rg ,i 二 1,… sn。 
例如 ,52,2,2,2,2) 由 (2,2.2,3,3) 所 增 大 。 
定义 设 G. 召 是 有 限 图 ,G 称 为 由 五 所 度 增 大 ,如果 |P(G) | 二 书 ( 互 )| ,并且 加 的 不 减 
度 序 列 由 吾 的 术 减 度 序列 所 增 大 。 
定义 设 G, 吾 基 丙 个 计 公 共 点 的 有 限 图 .将 的 每 个 点 和 五 的 每 个 点 都 用 边 连 按 起 来 
得 到 的 图 , 称 为 G 与 要 的 连接 图 .i 记 为 : 


|G mH! 
例如 
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三 <- 


‘3) (DD (TG ft 一 [了 ) 


定义 ” 设 C, 所 是 两 个 有 限 图 ,如果 PIC) = 天 ( 刀 ) .并 日 对 C. 刀 中 任意 两 点 gz 和 
在 C 中 相 邻 当 且 仅 当 它们 在 局 中 不 相 邻 . 则 称 C 是 召 的 补 国 . 右 是 G 的 补 图 ,可 以 将 CG 记 为 
H*, 也 可 将 如 记 为 0G。 

例 *! .下 而 的 两 个 图 就 是 互 为 补 图 。 


En 


用 大 -。 卖 示 由 姑 个 点 组 成 的 完全 图 ,将 如 让 三 个 图 : 


Te Ge 
例如 ,图 ;C3 分 别 引 下 ; 


_ < -1 


引 理 3 若 1 过 m2/2, 则 图 C5 是非 Hamilton 图 。 


证 明 :; 图 C5: 中 才 , 部 分 有 zx 个 点 , 令 S 是 这 x 个 点 组 成 的 集合 ,十 是 
WE O— $= WOKRS) + WK, »0) 
一 如 二 1 人 > |S: 


由 定理 1:C。 ,是 非 Hamilton 图 。 

定理 5(Chvatal) 若 G 为 非 Hamilton 图 ,7 全 3, 则 G 由 某 个 Co 所 度 增 大 。 其 中 ”是 三 
(中 7) 的 元 数 . 

证 明 : 设 侣 的 不 减 度 序列 为 (2Q1,d,… dr) ， 由 定理 4 知 .存在 澡 <<7》/2, 使 得 ds 之,d;y-。 
<Y 一 如 。 故 人 dsrd;) 由 序列 : 

(Wa my om Lao? -pe 1 lu ,一 ]1) 

所 增 大 . 匠 中 谋 吉 有 zr 个 , 腊 7Y -光一 1 有 YY 一 2 个 . 庶 7Y--1 有 m 个 ， 

显然 ,后 一 个 序列 正 是 图 Cw.;: 的 度 序列 .项 避 由 Cw 所 度 增 大 。 

下 面 我 们 米 看 下 流动 推销 员 门 题 : 

在 &2 中 ,我 们 给 串 于 址 界 六 大 城 机 之 癌 的 交通 问 .一 个 流动 推销 员 希 刻 访 问 这 六 个 茂 
市 .最 后 再 里 天 出 发 点 ,怎样 安 扩 六 生根 守 省 时 间 ? 

这 是 在 -个 带 权 的 完全 国 蛙 求 一 菜 谨 语 小 税 的 [iamlion 库 路 阿 归 :对 十 求 这 神 ， 诈 刘 最 佐 
Hamilton 回路 问题 .目前 尚 没有 一 个 好 的 角 雇 方 法 .二 面 企 绢 的 方法 -于 能 求 世 较 好 的 Hamil- 
ton 回路 。 
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. 首先 求 出 一 条 Hamilton 回路 C。 
. 用 下 面 方法 修改 ,以 得 圭 更 小 权 艇 Hamilton 回路 ， 
es ns 如 时 1< 六 并 且 
(Co 十 CT 二 
则 Hamilton 园 路 G、，: 
全 


就 是 C 的 :个 改进 。 


一 (2 


Pp. NF 


NY 


AFET 共用 
一 个 较 好 的 Hamilron 同 路 是 ;从 伦敦 出 发 ,依次 经 过 巴 涤 ,北京 ,东京 , 蝇 西 可 ,组 约 , 最 后 
再 回 到 伦敦 。 


36 K6nig 无 限 性 引 理 


无 限 性 引 理 (K6nig D. Fundamenta Math，8(1926).114 一 134》 设 避 为 一 有 向 树 , 有 根 
xn 有 无 限 多 个 点 .从 此 个 点 的 (输入 ) 次 数 缘 有 限 5 除 了 根 的 输 佛 次 数 为 0, 其 它 诸 点 输出 次 数 
为 1)。 于 是 .G 就 有 一 条 出 恨 di i 
Vor das 
其 中 fiate[wr1]) 一 妨 , 对 所 有 j 宇 9。 简 言 之 ,在 一 个 其 点 之 次 数 有 限 的 无 限 有 向 树 中 . 必 
一 源 于 根 的 无 跟 路 
如 eLw] 二 一 妃 - 本 etr] a > el ] Le 
泪 明 :对 于 有 向 树 ,我 们 泄 轧 下 成 潜 点 的 祖宗 。 若 + 悬 由 发 时 的 统 e[v'] 的 终点 ,就 是 说 
是 的 父亲 ,wr 是 和 莉 儿子 , “起 党" 前 说 法 就 是 这 个 意思 ,注意 ,这 与 狐 中 箭头 的 方向 正好 相 
太 . 自 忆 发 出 到 .反而 说 内 7 起 潭 . 
从 as 开始 , 技 一 无 限 路 如 下 :对 j 宇 0 用 归纳 法 , 假 没 v, 已 找到 . 它 有 无 限 多 个 后 代 。 这 样 . 
-方面 因 所 设 : 的 次 数 有 限 . 邯 * 只 有 有 限 多 个 见闻 四 ww: 另 一 方面 由 有 无 根 多 个 后 
代 , 放 z 的 诸 攻 子 中 备 少 有 一 个 也 有 无限 多 个 后 代 , 褒 这样 的 一 个 包子 为 ri 如 此 类 推 .就 
得 到 … 共 充 限 的 路 


《Sm ec os 》 
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无 限 性 引 理 证 毕 。 

K6nig 殿 此 指出 : 奶 果 人 类 永 不 灭绝 , 烤 么 现在 就 有 一 个 活着 的 人 一 直 延 续 他 的 后 代 。 

事实 上 ,就 从 现在 活着 的 由 十 亿 人 开始 算 ,年 复 一 年 地 繁殖 下 去 ,既然 人 类 水 不 灭绝 , 故 随 
着 时 间 的 无 限 延续 ,就 得 到 无 限 多 个 人 ,包括 从 现在 开始 往 后 死去 的 人 在 内 。 这 无 限 多 个 人 无 
非 基 现在 活着 的 有 限 多 个 人 (以 及 他 们 }) 的 后 代 , 所 以 必 有 一 个 现在 活着 的 人 有 着 无 限 多 个 后 
代 。 好 了 ,把 人 看 成 是 有 向 树 的 点 ,那么 ,一 个 人 和 他 的 无 限 多 个 后 代 就 是 一 株 无 限 的 有 向 树 ， 
这 个 人 就 是 这 株 有 向 树 的 根 。 因 为 每 个 人 只 能 有 有 了 根 个 儿子 ,所 以 这 株 树 中 每 个 点 的 输入 次 数 
此 有 限 。 于 是 ,根据 无 根性 引 理 . 必 有 一 源 于 此 根 的 无 限 路 。 也 就 是 说 ,这 个 人 一 直 延 续 他 的 后 
代 。 

推论 1 设 有 一 计算 机 算法 R, 它 反复 地 分 化 成 有 限 个 子 算法 ( 即 算法 分 成 子 算法 , 子 算 
法 又 分 成 子 子 算法 ,…)。 和 如果 每 条 子 算法 的 链 都 最 后 终止 . 则 本 算法 RR 也 终止 ( 即 不 再 延续 它 
的 代 代 分 化 )。 

推论 2 设 $ 是 正 整 数 序列 


(A Ts 之 0 


的 集合 , 它 适 合 条 件 

(1) 若 (zizazES 则 其 "前 段 ”(ziyrayz)ES 对 于 0SkSai 

《2) 若 (zzwz)ES, 则 只 存在 有 限 多 个 zt 使 (zz, ,z+1) ES 简 言 之 ,在 S 
中 ,每 个 元 素 (z1,x;，… ,zx,) 只 有 有 限 多 个 “后 随 ” (zy, Th1); 

《3) 不 存在 那 术 的 无 限 序 列 (zi,z,.….), 它 的 所 有 “前 段 ”(zy ,zi,… ,zr,) 全 在 3S 中 。 

那么 ,S 必 为 一 有 限 集合 。 

事实 上 ,把 $ 中 的 元 素 看 成 点 ,把 “后 随 ” 看 成 * 儿 子 ”, 这 样 3 就 基 一 个 有 向 图 。 根 是 长 度 
为 0 的 空 序列 ( ), 由 (2) 知 它 有 有 限 个 儿 于 (x1) ,每 个 几 子 (zi) 又 有 自己 的 有 限 个 儿子 (ri， 
Xs),*"。 杂 件 (2) 是 说 5 的 每 个 顶点 次 数 千 有限 。 由 (1) 可 知 5 中 除根 ( ”) 外 每 个 顶点 t= (ri、 
xzo) 都 有 唯一 的 “父亲 ”( 妇 -1) 有 唯一 指向 它 “ 父 亲 " 的 台 e[v], 有 唯一 的 通 到 它 
“祖宗 ”(  ) 的 路 。 故 3 为 一 有 向 树 。 而 (3 是 说 $ 中 没有 源 于 根 的 无 限 路 。 由 无 限 性 引 理 , 即 
知 5S 必 为 一 有 报 集合 。 . 

利用 无 限 性 引 理 , 王 浩 成 功 邮 解决 了 用 骨牌 来 沿 出 整个 平面 的 问题 ,一 张 骨牌 就 巧 一 个 正 
方形 ,由 它 的 两 条 对 角 线 将 其 分 成 了 4 个 小 三 角形 .每 个 小 三 角形 星 都 刻 有 确定 的 数 ,如 图 4. 


~ 


图 46.1 


盔 平 面 的 问题 是 :要 用 有 限 张 骨牌 (每 张 可 无 限 地 重复 ) 布 满 整个 平面 (不 许 转动 或 反射 每 
张 骨牌 面 上 的 4 个 值 ) ,使 两 张 相 邻 的 党 阜 在 接 处 都 有 相同 的 值 ,例如 .用 图 4. 6.2 的 六 张 牌 确 
实 是 可 以 砌 出 整个 平 区 的 , 共 实 二 通过 图 4.6.3 的 "2X3" 长 方形 的 一 再 重复 ,就 可 以 砌 出 整个 
平面 来 。 

读者 不 难 验证 ,用 图 4. 6. 4 中 的 三 张萌 牌 是 无 论 如 何 也 彻 不 出 整个 平面 的 。 


图 4.5.4 


王 浩 定理 (Sci,Am. 213(1965) .98 一 106) 只 要 能 砌 出 第 一 象限 ,就 能 砌 出 整个 平面 。 
证 明 ; 招 然 能 而 出 第 一 象限 , 那 乏 对 所 有 均 能 砌 出 2n Xx2n 的 正方 形 : 
OX O02X 24 X46 X68 X Bo 

把 2xX2n 正方 形 的 彻 法 看 成 是 (2n 十 2)X (2n 十 2) 正 方形 的 彻 法 的 父亲 ,如 果 后 者 可 通过 
前 者 锐 边 得 出 。 这 桩 ,我 们 就 得 到 一 棵 有 辐 树 ,其 根 为 0X0 正 方形 , 因 能 砌 出 第 一 象 慑 , 故 这 栋 
树 有 无 限 个 点 ,又 局 有 有 了 上限 张 骨牌 ,所 以 铬 边 的 方法 是 有 限 的 ,所 以 每 个 点 只 有 有 限 个 世子 。 于 
是 ,根据 无 限 性 引 理 ,这 棵 树 必 有 :条 汰 于 根 的 无 限 路 ,也 就 是 说 ,从 60X0) 开 始 , 可 逐步 地 通 
过 镶 边 丽 砌 出 整个 平面 来 ， 


习 是 


1. 试 证 车 允许 转动 骨牌 , 则 砌 平 而 问题 无 条 件 地 可 解 . 
2. 洲 允 许 使 用 无 限 张 呈 牌 :请 举 出 一 个 能 磺 戒 第 一 象限 , 却 砌 不 成 整个 平面 的 铺子 。 
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第 五 章 整 数 


本 章 介 绍 “数论 "中 一 些 最 其 本 的 事实 ,就 是 说 ,介绍 整数 的 一 些 最 基本 的 性 质 。 我 们 设 这 
一 章 , 一 方面 是 由 于 其 本 身 的 重要 性 , 另 一 方面 是 为 下 面 工 章 作 准 备 , 因 为 ,下 汗 三 章 里 一 些 较 
抽象 的 内 容 很 多 都 可 以 在 数论 中 找到 根源 和 实例 。 

我 们 知道 ,任意 两 个 整数 可 以 相 如 , 相 减 , 相 乳 ,结果 仍 是 整数 。 但 两 个 整数 不 一 定 能 在 整 
数 的 范围 内 要 除 ,这 是 整数 系统 的 竺 点 , 它 和 有 理 数 系统 及 实数 系统 等 不 一 样 , 既 然 如 此 .研究 
整数 就 必须 针对 这 特点 加 以 分 析 , 实 际 上 ,研究 整数 的 性 质 基 本 .上 就 是 概 研究 整除 性 和 因数 
分 解 等 间 题 以 及 其 它 一 些 有 关 的 问题 。. 

本 章 中 ,有 时 似乎 在 叙述 或 证 明 一 些 尽 人 和 丝 知 非常 明显 的 事实 。 实 则 并 非 如 此 。 有 些 事情 ， 
我 们 习 而 不 察 , 知 其 然而 不 知 其 所 以 然 。 有 些 事情 ,虽然 知道 , 却 知道 得 不 确切 。 

本 章 中 ,车 未 特别 指明 , 凡 出 现 的 数 都 是 整数 。 


$1 整除 性 组 转 相 除 


带 余 除 法 定理 ”对 任意 整数 a 和 上 (6 天 0) ,唯一 存在 一 对 数 ge 和 ,使 得 “= 一- 且 0<r 
去 15 其 中 9 称 为 商 数 ,> 称 为 余数 。 
证 明 :A， 当 65>0,4>>0 时 ,我 们 利用 长 除法 可 求 出 g 和 ,存在 性 成 立 。 
B. 当 6>0w4== 一 a'<0, 十 是 ,根据 4 可 求 得 9',r 使 得 
a = ,0ARr bh 
即 xs 二 (一 ”7 十 (一 天 ) 
若 =0. 则 取 9= 一 9 ,r=0. 存 在 性 成 立 ; 
若 六 >0, 取 > 一 5 一 一 ,于 是 
(一 由 一 1 十 0<<r < 
故 取 g= 一 9' 一 1;, 则 存在 性 成 立 。 
CGC 当 5 二 一 如 之 0, 而 e 和 任意 时 ,由 有 4,B 可 求 得 wy,r' 使 
+? a=gb tr dr 
这 时 只 要 取 9= 一 or 一 六 : 则 存 在 性 成 立 ， 
上 特 和 .BC 知 , 对 任意 sa5t 雹 关 0) ,有 


a 三 十， 0 之 rh (1) 
D， 最 后 证 唯 … 性 。 
设 男 有 对 yg' ,满足 
二 J 二 rr Or 人 ih! ‘2) 
(2) (1) 得 rm" —r=b(g- 9') (3) 
从 而 Ir —rl=1o—y | ,bi (4) 


注意 到 | 一 | 过 161 .而 ig 一 yg 全 6 台 日 为 整数 ,得 gq 一 yr 从 内/ 一 r'。 
定义 ” 设 4.b 是 两 个 整数 .如 果 有 素数 :存在 ,使 得 


下 二 此: (5) 
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则 我 们 说 a 是 让 的 倍数 心 是 & 的 办 故 .或 说 a 被 上 整除 ,六 整除 a, 沁 和 作 'w。 
由 定义 ,十 1 整除 任意 整数 ,而 任意 整数 整除 0. 特别 010。 
5 六 0 时 ,ba 等 于 说 有 再 数 他 是 整数 ,事实 上 , 若 全 等 于 整数 , 则 此 < 便 适 合 (5): 反 之 、 若 


整数 。 适合 (5) , 则 对 一 < 因而 二 是 整数 。 
天 0 时 ,la 又 等 于 说 以 上 除 。 所 得 的 余数 为 9。 事实 上 , 若 (1) 中 的 > 一 0. 则 取 -一 和 45) 
便 成 立 ; 反 之 , 若 (5) 成 立 , 则 申 商 及 余数 的 唯一 性 , 必 有 8g=c,r 一 0。 
关于 整数 有 下 面 几 杀 性 质 : 
1. 若 alg,b eMale 
证 明 : 因 为 alb,6blc, 故 有 上 整数 4d,e 使 得 
b=adt ve 
所 以 c=ade, 叉 因 de 是 整数 ,所 以 alc。 
2. 车]b, 则 jbe 
证 明 ; 因 为 al5, 所 以 存在 整 球 4 ,使 得 
5=ad; 才 be=oade ,又 因 dc 是 整数 ,所 以 aloc。 
3. 若 aib,alcs 则 alb=e。 
证 明 ; 和 因为 al&,alc: 刚 存在 整数 4,e 使 得 
b=ad,c=ae, 所 以 b+tc=atd+te) 
又 因 dd 士 e 为 鉴 数 ,所 以 cj8 士 c。 
4. 车 4 整除 B46; 则 | 及 2 一 二 各。 
证 明 : 因 为 al5: 由 2, 则 a, 妨 , 届 由 3461 和 5 二 4st4, 由 此 及 a1hB3; 义 有 14564 一 入 bb: 十 
hb 
如 此 类 推 ,使 证 晤 LIP 
5、 若 在 一 等 式 中 , 队 某 项 外 ,其 余 各 项 都 是 4 的 傍 数 , 则 此 项 也 是 a 的 售 数 。 
证 明 : 设 等 式 为 6 一 ec 二 一 4 十 e 二 了 ,其 中 cyd.f 都 是 a 的 倍数 ,十 是 c= 一 c 一 d 一 /出 
4， 
4 16 一 ec 十 z 一 了 所 以 ale, 即 也 是 a 的 信和 数 。 
86, 若 albpau' 则 b= 一 2。 
证 明 : 攻 4 一 一 0, 则 5 二 土 4 显然 是 对 的 , 设 .2 水 都 是 0, 不 壕 设 & 关 0. 攻 为 ai4,84, 故 
部 在 整数 de 使 5=ada 一 和 ,从 而 zs 一 sede. 于 是 do 一 1. 因 de 分 别 为 整数 ,而 相 乘 又 得 1. 故 
此 二 数 必然 都 是 士 1 ,因而 一 二 ae。 
定义 ” 阁 d 是 4 的 医 数 也 是 5 的 因数 , 则 4 说 是 u,b 的 公园 数 。 
7.， 设 二 8 一 
于 是 .5 的 公 因 数 和 ,ce 的 公 因数 是 完全 相同 的 。 
证 明 : 若 4 是.c 的 公国 数 , 册 5. 则 4 也 是 的 因数 . 故 4 表 4 性 的 公 同 数 : 
若 区 是 < 必 的 公 因 数 . 由 5, 则 2 也 是 < 的 内 获 , 故 过 是 罗 e 的 公 因 数 ， 
定 车 4 是 a 必 的 公 因 数 . 而 a. 的 任意 公 因 数 整 除 4 .由 2 说 是 a.8 的 最 高 公国 . 记 作 
d=(a,p), 
这 个 定义 只 是 说 ,组 果 有 那样 的 红 . 抠 台 叫 做 wz 的 最 高 公里， 对 于 任意 “2 是 再 有 那样 
的 过 呢 ? 现在 还 不 知道 ,下 面 再 研究 。 不 过 .有 一 点 其 容易 说 明和; 如果 a.5 有 最 高 公 导 , 则 最 
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二 土 d。 
现在 我 们 来 看 ,是 否 任 意 a4,b 有 最 高 公 因 ? 车 wia, 则 由 定义 易 见 必 就 是 a.b 的 最 高 公 因 ， 
同 樟 ,el6 时 a 就 是 a,6 的 最 高 公 因 。 
今 设 a 不 整除 4.5 不 整除 4, 因为 任意 整数 整除 0, 所 以 ea 天 0,2 关 0, 以 号 除 < 得 商 四 ,余数 
i, 以 除 5 得 商 qz 余数 rz: 以 产 除 六 得 商 9 余数 nm, 优 此 类 推 有 下 列 各 式 : 
外 一 凿 也 一 六 


f= qr rs 
ra-s = rst 二 ri 


Tee = ri tt 
和 -1 一 oo+lra 
因 rm" 逐次 减 小 ,所 以 一 直 做 下 去 必然 减 到 0, 如 最 后 一 式 所 示 ,由 7,a 沁 的 公 因 数 和 
bsr 的 公 因数 完全 相同 ,bm 的 公 因 效 又 和 rsrs 的 公国 数 完全 相同 , 依 此 类 推 , 知 ,5 的 公 因 
数 和 7,7 的 公 因数 完全 相 后 ,而 |r 故 是 ri,r7. 的 最 高 公 因 ,因而 也 是 c 光 的 最 高 
公 因 ,这 样 ,我 们 就 证 明了 : 
定理 1 任意 二 整数 4,5 有 最 高 公 因 。 
上 而 求 最 高 公 因 的 方法 对 加 转 柑 除 。 
定理 2 a,8 的 最 高 公 中 4 可 以 表 为 a, 的 售 数 和 , 即 表 为 下 面 的 形式 : 
dH 二 sa 一 i 比 
其 中 ,都 是 整数 。 
证 明 : 车 asb 中 有 一 个 整除 男 一 个 .不 妨 假 设 5la. 则 qd=6=04 十 15, 得 证 。 
现 设 a 不 整除 54,6 不 整除 4, 由 握 转 相 除 得 


全 
ip 1 Ofvr 


依 此 类 推 
ay fg 1 jr 
ee 
ee 
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A 二 4" 4 为 伴随 拭 阵 


1 
-二 | PF， 一 Fe 
4 [一 人 T,, 
gt I g: 1. 
i | 
| 5| ] 0| 
所 以 ]4 一 (一 1》* 
GG i 
故 4"! 二 C—1) CD (CC— DC | 
-Se TD 
Lp Cy 
i a) | (— 1 (1 
m [=a Le lia 
ri ol CDS, (~1)T lb) 


得 z=-17 18ia++( 一 1XT 
取 上 =n, 则 因 x。 即 为 最 高 公 因 a, 得 
d= (—1) Sa (— 1)T6 
这 家 明 , 任 给 滑 个 数 ,我 们 都 可 将 它们 的 最 高 公 因 表 为 它们 的 倍数 和 的 形式 ,这 里 需求 出 
CE 
. 为 能 简便 地 计算 它们 ,让 我 们 看 下 面 的 等 式 : 
让 |- ei Wi Le + Vi Ti 


S1 Ud) lS Uhl Ol lg + Us, SS- 
得 Ui 二 5,_1 Vi Tg 
[HS Vi 1 一 T-， (1) 
而 SS 一 9iSe -十 De 了 4 一 9 (2) 
所 以 Si 一 gu9 ;十 9， 了 4 一 07 十 了 4 (3) 


(1) 式 在 >2 时 成 立 ,《?2) 式 在 之 2 时 成 立 , 所 以 (3) 式 在 上 >2 时 成 立 ， 
现 令 $= 二 Ui， To=V 
则 (0) 在 X=2 时 也 成 立 ; 即 (3) 在 二 2 针 也 成 立 。 

IT Vl ja 1i 
由 | 8 的 1 0 
得 $: 一 0,S 一 1,To=1.7T 一 di 
枢 据 这 个 初 值 及 C3) 式 , 便 可 求 出 任意 的 Ss,T,。 
例如 , 求 301 和 133 的 最 高 公 困 并 表 为 它们 的 倍数 和 。 

解 :用 银 转 相 只 法 求 最 高 公 因 逐 次 得 商 及 余数 并 计算 5,.T, 如 下 表 所 列 : 
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7— (— 1 X44X 3 (— 1 XIX 133 
= xX 301 一 《一 9 Xx 133 


习 是 

1. 求证 任意 奇数 的 平方 减 1 必 是 8 的 倍数 。 
2. 求 1331 和 5709 的 最 高 公 因 并 表 为 其 信 数 和 。 
3. 记 莽 如 下 ; 

Ti = [qs9s, sk] 
求证 

S; = [9 9]。 
4， 求证 


Laisa gs) = [qs ,92991], 

5, 定义 两 数 的 最 低 公 倍 。 试 许 若 d 和 wm 分别 是 a,b 的 最 高 公 因 和 最 低 公 倍 王 四 数 千 非 

负 , 则 
dm = ub 

6， 表 演 者 请 观众 随意 宕 一 个 相当 大 的 数 ,任意 颠倒 其 各 位 数字 ,所 得 的 数 和 原 数 相 减 . 然 
后 任意 删 去 一 个 非 0 数字 ,把 结果 告诉 表演 者 。 表 演 者 把 此 数 输入 计算 机 ,计算 宙 就 知道 删 去 
的 数字 是 什么 并 加 以 显示 。 例 如 ,观众 宕 的 数 是 3208754 ,颠倒 各 位 数字 变 为 8047325. 相 减 得 
4838571。 假 定 观众 删 去 数字 7, 结果 成 为 483851。 表演 者 把 此 数 输入 计算 机 ,计算 机 立即 显示 
出 数字 7 给 观众 看 ! 表演 者 当然 是 在 计算 机 内 预先 埋伏 下 一 个 程序 。 试 编 出 一 个 这 样 的 程序 。 


$2 瑟 质 质 因数 分 解 


定义 ” 若 s 必 除 土 1 外 无 其 它 公 因数 , 则 我 们 说 a 和 如 三 质 。 
显然 ,a 和 上 4 互 质 当 且 仅 当 (tu,5)=1; 土 1 和 任意 整数 互 质 ， 
定理 0 a,8 互 质 当 且 仪 当 存在 s,! 使 vi 十 地 ==1。 
证 明 ;必要 性 显然 。 
充分 注 . 若 不 然 , 设 4 二 (7) 之 1, 则 
diadlb 
所 以 .411. 蔬 盾 。 
定理 1 若 (u,6)=1 是 alpe. 则 a ec. 
证 盟 ; 周 为 但; 让 一 二 所 以 存在 se 使 5 十 15=1 
BE sertibe =e ,由 ole。 
定理 2 若 六 和 64aas**oa, 部 互 质 . 则 5 种 as**ru, 互 质 。 
订 明 :由 已 知 得 .对 1 二 1,2…… .有 5vt 全 
上 一 
将 这 个 式 子 汪 起 来 .左边 有 ?项 .其 中 有 一 项 包含 m cs…eos 而 其 余 各 项 部 包含 .所 
以 , 杞 季 后 得 式 如 下 : 


第 五 章 整数 69 


Sp 二 as an = 1 

所 以 六 和 ia2zrwwa, 王 质 。 

定理 全 若 PIL #22 9 Tk 岗 册 二 质 而 部 整除 4. 则 Tht Us 

证 明 : 用 归纳 法 证 明 ， 

当 有 一 1 时 ;显然 成 立 ， 

设 对 1 三 1 之 的 i 成 立 , 往 证 i 十 1 时 成 立 。 

已 先 ;wmmeemilay RE a= pyr md 

由 定理 2 知 wmsni 和 womseems 主攻 ,又 因 w+4: .2, 再 由 定理 1 知 ， 

mri | 人 ， 

于 是 & 一 ?+ 由, 即 a= mame nani:p 

碾 以 mpm |a 

综 上 所 述 ,本 定理 成 立 。 

定义 ”一 个 正 整 数 , 如 里 不 等 于 1 调和 且 除 了 自己 和 1 外 没有 其 它 正 因数 . 则 这 个 正 整 数 称 
为 一 个 质数 。 

定义 ”能 表 成 大 于 1 的 两 个 正 整 数 积 的 数 称 为 会 数 。 

显然 ,1 即 涉 是 质数 也 不 是 合 数 ;任意 两 质数 互 质 。 

下 面 我 们 来 说 明 质 数 p 与 整数 a 于 质 的 充分 必要 条 件 是 p 不 整除 a。 

必要 性 ,事实 上 上. 若 pia: 如 p 和 a 除 圭 ] 外 还 有 公 央 数 土 p. 故 二 省 不 互 质 , 子 盾 。 

公分 性 , 若 p 不 整除 4,p 只 有 三 p 和 二 1 为 其 因数 ,而 p 不 怕 除 a, 所 以 只 有 土 1 为 p'a 的 
全 因数 ,所 以 一 者 豆 质 。 

定理 4 若 质数 户 整 除 alias…a, 则 户 整除 aa,ay 之 一 。 

证 明 : 若 eyez，…ar 都 不 能 被 疡 整除 , 则 疡 和 它们 都 互 质 , 故 由 定理 >, 六 和 它们 的 乘积 
互 质 , 因 而 至 将 不 能 整除 此 乘积 。 

定理 $( 算 术 基 本 定理 ) ”任意 正 整 数 x(n 取 1) 怡 有 一 法 写成 质数 的 冬 积 。 

证 明 ; (1) 先 证 可 以 写 城 质数 的 乘积 。 用 数学 归纳 法 ， 

当 n=2 时 ,因为 2 是 质数 ,算是 已 经 写成 了 质数 的 莱 积 。 

设 n<a 时 = 可 以 写成 质数 的 乘积 , 试 证 a=a 时 也 可 以 这 样 写 。 

若 "大 质数 , 则 < 算 蚌 已 经 写成 了 质数 的 乘积 ; 

车 a 不 是 质数 .十 是 ,sw 有 因数 85,1<6<ia。 设 a=Be, 则 1<c<ia。 由 归纳 假设 .5 和 <* 都 可 
以 罕 成 质数 的 乘积 .但 a 一 红 . 只 要 把 这 两 个 乘积 接 起 来 就 把 写成 了 质数 的 乘积 。 

综 上 所 述 ,对 任意 正 整数 nCw 隆 1) 可 以 写成 质数 的 羔 积 。 

(2) 唯一 性 

若 了 =pyprtpi 守 ps 和) 

=90 0) 

往 让 ;= 上 且 pp;==4,。 

由 于 pp = gg (*) 

则 得 疡 全 和 王 2 

由 定理 4.pr14: 得 二 二 所 l 

所 以 入 pp1 

同 理 ;pg1 故 p= 二 9 
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在 (* ) 式 的 两 边 消去 户 得 poi*pi== gap 
如 此 进行 下 去 ,可 得 六 ,…:* 户 和 g;.…' ,qs 完全 相同 ,不 存在 等 式 的 一 边 消 完 而 另 一 边远 
独 下 质数 的 情况 ,因为 一 些 质 数 之 积 不 可 能 等 于 1, 所 以 =& 且 p=g.。 
推论 1 任意 整数 ( 关 0, 关 土 1) 恰 有 一 法 写成 下 面 的 形式 : 
士 pp 
其 中 加 ,加 都 是 质数 。 
PP，…,ps 中 可 能 有 的 质数 重复 出 现 , 若 把 相同 的 质数 归 在 一 起 . 则 有 
推论 2 任意 幕 数 ( 隆 0, 取 士 1) 恰 有 一 法 写成 下 面 的 形式 ，; 
士 peep 
其 中 p1,… ,pp, 是 不 同 的 质数 ,ri，… ,rs 是 正 整数 ， 
定理 5( 欧 几 里 得 ) ”质数 无 穷 多 。 
证 明 : 用 皮 证 法 ,假定 质数 只 有 有 限 个 , 命 为 办 1 p's pno 
试看 入 = 所 pr… 思 十 1; 则 N 应 为 非 质数 ,但 是 p; 不 整除 NN, 故 和 N 无 质 因数 ,此 不 可 能 。 
结论 得 证 。 


习 是 


1. 求证 $1 中 SS,,7', 互 质 。 
3. 说 阴 任 意 有 理 数 (了 0, 关 二 1) 恰 有 -法 写成 下 面 的 形式 ， 
二 pip 

其 中 Pi:…… ,pp, 是 不 同 的 质数 ,r,，,… ,7, 是 非 0 整数 。 

3. 设 整 数 2 写成 了 推论 2 中 的 形式 ,a 有 和 多少 个 因数 ? 

4 设 w= 土 Pipi 兴 二 土 如 pi ,其 中 ,…,p, 蚌 不 同 的 质数 ,7 ，… ,r,s4,…，s 是 非 
负 整 数 ( 事 实 上 ,任意 两 个 非 0 整数 a,5 一 定 可 以 写成 这 样 ,因为 总 可 以 在 42,5 的 分 解 式 中 深 
上 一 些 质数 的 0 次 方 而 把 两 个 分 解 式 中 出 现 的 质数 次 成 都 是 p,,…,p,)。 问 :a,6 的 盟 高 公 因 
和 最 的 公信 是 什么 ? 

5， 按照 下 列 提示 ,不 借助 于 最 高 公 因 的 理论 直接 用 数学 归纳 法 证 明 算 术 基本 定理 (Zer- 
melo 证 法 ): 设 定理 对 小 于 a 的 数 成 立 , 试 证 对 于 a 成立 。 取 a 的 大 于 1 的 最 小 的 因数 pp, 易 见 
是 质数 , 因 之 ,4 二 pb, 由 此 荔 证 a 可 以 分 为 质 四 数 的 乘积 ,假定 a 尚 有 另 一 种 分 法 ,此 分 法 中 
必 不 沪 p, 设 y 是 其 中 的 一 个 质 因数 , 则 4=gc, 试 看 

a =d— p= pH oe) = (yy — pe 
Qu 必 一 cng 一 pe 都 是 小 于 a 的 正 数 ,由 此 及 上 式 不 难 推出 开 逢 ，。 
7,11,15.… 
中 有 无 穷 多 个 质数 。 提示 : 易 证 任意 多 个 形 为 4 十 1 的 数 相 莱 仍 是 4 十 1 的 形式 .假定 上 面 等 
差 级 数 中 只 有 有 限 个 质数 py.… .pa 试看 NN 二 4p1… ps 一 3。 
7. 求证 有 无 穷 多 个 质数 形 为 6 十 5。 
8. 试 编 个 分 解 一 数 为 质 因数 的 树 序 。 
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33 合 同 


定义 设 兽 是正 整数 ,ea 光 任 意 , 若 加 |(e 一 及, 称 a 合同 已 模 加 ,或 称 关 于 模 和 ma 与 5 同 
余 , 记 为 4 二 bmod.m)。 

容易 泪 出 ,a 二 pmod tn) 的 充 上 条 件 是 mm 去 除 4,6 所 得 余数 相同 。 

事实 上 , 设 a=gym 二 7110 过 rj 之 ms 

b= gm rs dr me 

于 是 a—b= (ggr)mt (ri—rs), 

故 zx | (a 一 阴 的 充 要 条 件 赴 ir 一 rz) 但 |7 一 ri | 之 zm， 

所 以 严 | (a 一 妃 的 充 要 条 件 是 7 一 rs 二 0， 

即 亚 =”。 

所 谓 合同 ,不 过 是 整除 性 的 一 种 表达 方式 ,但 这 种 说 法 有 好 处 ,因为 以 下 可 以 看 出 , 数 的 合 
同 积 数 的 相等 类 似 , 因 而 可 以 用 我 们 较为 熟悉 的 相等 的 观点 来 处 理 整 除 性 的 一 些 问 题 。 

因为 模 普 合同 等 于 说 以 m 来 除 所 得 的 余数 相同 ,所 以 mod m 下 面 的 三 个 简单 事实 成 立 : 

1” wa; 

2” 若 a 三 5; 则 b==a) 

3” 车 a 三 5 ,4 二 cy, 则 4 二 cy 

由 此 可 以 看 出 合同 是 一 种 等 价 关 系 。 

4 车 a=b,c 圭 dd, 则 a 土 r=b 土 4 ,ac 二 bd; 

证 骨 : 由 题 设 有 r,s 使 4 一 =rin,c 一 d 一 sn， 

页 人 ae 士 c) … 他 士 @) = (r 士 so 因而 a 土 c< 寺 Wb 土 d。 

其 次 55 一 (dtr (di+sm)=d+rdmt bm 二 rm sbd+r0+0+0=bd, 故 ac=bd，, 

由 4. 在 一 个 合同 式 中 可 以 移 项 .例如 ,由 a 十 b 寺 ctmod 内) 可 以 推出 三 < 一 2Gmaod m) , 事 
实 上 ,由 a+b 二 ce 和 一 5 三 -上 得 4+6b 一 6 二 c 一 5, 即 a 三 c 一 ,此 外 ,由 1° 和 各 4? 可 见 ,从 a 过 5 可 以 
推出 ce 反 4, 即 可 以 用 数 乘 合同 式 的 两 边 。 由 和 ,我 们 还 可 以 推出 下 面 儿 条 性 质 ， 

8 车 a 三 则 & 土 4 三 6 十 ; 

6” 若 a 十 5b 二 ce, 则 a 志 c-- bs 

7? 车 a 一 / 刚 ci 三 名 ; 

8” 第 aa=1 则 ao 三 六 ,>0; 

这 些 都 和 相等 的 性 质 相 同 .但 对 于 数 的 相等 ,我 们 还 有 消去 律 , 即 车 c 夫 0 而 ar=be;: 则 4= 
%。 这 对 合同 并 不 普遍 成 立 , 例 如 ,虽然 对 于 模 6,2 不 合同 0, 却 不 能 从 合同 式 

三 14(mod 6) 
的 两 边 消去 2。 阳 基 . 仍 有 上 上 面 儿 条 性 质 成 立 ; 

9 若 < 和 丸和 齐 质 . 则 ac= 关 mod 加) 的 充 要 条 件 是 e 三 5(mod 1m); 

证 明 ; 充 分 性 显然 。 

必要 性 ,因为 和 二 Befmod 大) 折 以 商 (ac J 好 im aa 一 又 国 (c) 一 :由 82， 
定理 1 知 ， 

m |(a CO— 6) ,Bua 二 (mod m), 
10” 设 c< 关 0. 则 ar 三 elmod mc) 的 充 要 条 件 是 4 圭 bp (mod m)， 
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证 明 ; 必 变性 ,因为 uc 三 Bcfmod mre). 所 所 ge Bc 二 gmc, 六 因 c 关 0. 昕 以 2 一 b= 二 qm: 如 寺 
blmod yx) 。 

充分 性 ,上 庄 已 知 得 ,ze 一 5 三 md :所 以 四 一 下 :racd: 即 wr=be (mod me)。 

11" 车 uc 二 bc(mod 4) 日 cot) 一 4 则 a=56mod mid); 

证 明 : 理 已 刊 得 ,ac 本 三 md 所 以 eid 一 /d= 二 mgid ,其 中 dword 为 整数 . 理 质 、 

所 以 ac/d==be ta (mod m/fad}) ,出 9 得 4b (mod mad), 

12° 设 p 为 质数 , 忆 不 合同 0 机 pp, 则 4c 圭 be (mod p) 当 和 且 榴 当 4 二 bl(mod p); 

证 明 ;: 充 分 性 显然 。 

必要 性 ,由 已 知 ,c 与 娟 五 质 , 所 以 由 9 得 a 二 hl(mod p)。 

神 zm 合同 购 然 是 一 种 等 价 关 系 ,就 可 以 把 所 有 凝 数 按照 模 mx 合同 的 关系 分 为 等 价 类 ,每 
一 个 等 价 类 称 为 模 闫 的 一 个 利 余 类 。 同 一 个 剩余 类 的 数 互 相合 同 , 不 同 的 剩余 类 中 的 数 不 互 
相合 同 。 因 为 ,以 mm 除 任意 整数 ,可 能 得 到 的 余数 恰 有 0,1,…. 台 一 i, 这 汶 个 数 .所 以 模 sm 共 
有 吉 个 测 余 类 ,从 每 个 类 中 虫 出 ~ 个 数 作为 代表 ,这 拌 便 可 得 到 zm 个 数 . 比 方志 4,… .7 说 是 作 
成 一 个 完全 剩余 系 , 任 意 整 数 模 x 丛 合 同 于 此 完全 剩余 系 中 的 一 个 数 。 例如 ,0;1.… :如 一 1 便 
是 这 样 一 个 完全 剩余 系 。 又 如, 模 3 ,三 个 数 0,1,2 作成 一 个 完全 剩余 系 .一 1,0,1 也 作成 一 个 
完全 剩余 系 。 模 2 ,两 个 数 0,1 作成 一 个 完全 剩余 系 ,0 代表 所 有 侦 数 ,1 代表 所 有 冶 数 。 

定理 1 车 «各 互 质 ,任意 , 则 漠 以 愉 有 -个 数 7 使 

ar = b(mod rn), 
证 明 : 因 为 (4a.m)==1 ,所 以 存在 s.i 使 得 
st- tnmn=1 

所 以 sab 十 mb 二 48, 于 是 ast 寺 bl(mod mmr}. 

设 x= 吧 ; 则 56 所 在 的 剩余 类 是 解 . 

唯一 性 , 若 ax 三 8mod m) yay 三 b (mod mn)， 

则 axr 一 ay 三 0Cmod mm) ,因为 (924) 二 【所 以 x 一 y 硅 0C(mod mm) , 即 x 三 y(mod mn)， 

推论 设 关 为 质数 :a 不 是 请 的 倍数 , 则 az 三 bl(mod p) 怡 有 一 解 ， 

定理 2 设 (am)=d>1 且 地 不 整除 六 则 ez 一 2Cotod m) 无 解 。 

证 明 : 反 证 法 :着 有 az 三 blmad 三) 存在 & :使 得 axs~5 一 gr, 所 以 dq | 5 也 后。 

定理 3 设 (csoe) 一 d>1 月 如 不 则 armod wy) 有 刀 个 解 芬 章 如 下 : 

Qatt mid et Bnd a Cd — lm 


其 中 是 竹 == 了 | mod | 的 解 ， 
证 用 :上 略 , 感 兴趣 的 读者 自己 让 节 。 


习 题 
上， 音质 数 bp 六 5 ,求证 户 二 1{niod 24) 。 
3， 设 为 质数 .求证 fe 二 了 ?二 tmcd p)， 


提示 ;用 二 项 式 定理 展 全 (4 于) 7。 
4， 证 明 Wilson 定理 ， 


(pC— 1)!=— 1(mod p) 

其 中 户 为 质数 。 提 示 :2.3.…,p 一 2 台数 分 为 一 些 对 ,每 对 相 乘 合同 于 1、 

5. 袁 演 者 给 计算 机 一 个 命令 ,计算 机 显示 一 个 三 位 数 .他 请 观众 任意 写 一 个 三 位 数 并 同 
显示 的 数 相 乘 ,然后 把 乘积 的 后 三 位 数 告诉 他 。 他 汉 此 数 答 入 计算 机 ,计算 机 立即 显示 出 观众 
原 取 的 那个 三 位 数 ! 然后 可 以 重复 以 上 的 表演 :计算 机 显示 一 个 新 的 乘 数 ,观众 取 一 个 新 数 。 
杂 此 等 等 继续 表演 多 次 ,计算 机 逐次 显示 的 且 数 很 分 散 , 看 不 出 有 什么 规律 。 试 编 一 个 程序 
使 能 产生 上 述 效果 。 
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定理 1( 秦 九 韶 定理 ) 设 yw ,mu 两 两 互 质 . 设 对 每 个 za 指定 一 个 整数 w。 这 样 ,对 
模 wmae…was, 怡 有 -个 整数 z+ 存在 ,适合 下 列 合同 式 ; 
I 三 ai(mod 14) 
| Cn 
amod | 
为 了 求解 .我 们 先 构 造 一 些 满 足 局 部 性 质 的 项 ,再 把 这 些 项 合 起 来 ,满足 整体 ,这 里 * 局 
部 "是 指 (* ) 式 每 一 个 合同 式 , 即 构造 % ,使 y, 二 a;{med mi), 而 y, 不 影响 其 余 合同 式 , 即 x, 寺 0 
(mod pw) ,IFio 


进一步 只 项 构造 使; {1,1 (mod 1;) 请 
EE 和 0mod mn) jt 
和 =a, (mod mm;) 


S yma 和 :二 0 (mod sw,) ji 
再 令 + 二 pn 则 x 为 所 求 。 
下 面 看 一 FL 的 构造, 由 (1) 的 第 二 式 ， 
i (mod mm) ,ji 
于 是 mw，4i,j 基 i。 由 &2 定理 3, 则 于 了 m4 
了 


因此 为 gi{ 1 [a 形式 . 调 满 足 二 1(mod mi) 因此。 满足 


ci jw 兰 1{mod 1,) 
上 节 定 理 1, 得 4 存在 .4 一 Ar， 
综 上 ,我 们 有 如 下 证 其 : 
先 证 明 对 每 一 全 sn, 存在 4 使 得 
全 三 1{mod we) 
Li 三 (mod mi) ji 
所 以 在 在 Si 使 得 


:由 $2 定理 2 ms [ To: 一 工 


Tm 十 Se! [fi =1 
i 
信 L=5, ‘Tm ,了 | f=] (mod mm.) 


日 jd WI jE 
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短 令 x=ajfi 十 asfi 十 "十 sl {2) 
则 zmod mi) Eat (mod mi)t :tad (mod 1;)=0+ "at "十 0 二 a;、 
所 以 即 为 所 求 。 
下 面 我 们 来 证 玲 一 性 。 
设 工 ,x 为 (x ) 式 的 解 ,出 
Tz 三 a;(mad ms" 二 fmod zn;) ,于 是 
X' 一 x"=0(mod rr) 即 mri|zx' 一 x7”。 注意 到 wm, 两 商 互 质 ,由 $2 定理 3 得 加 milz 一 六 
所 以 zz 寺 z" (mod frm 。 
秦 九 部 定理 (及 其 推广 ) 在 数论 上 起 着 基本 性 的 作用 ,上 面 的 证 明 给 出 求 x 的 一 个 简便 的 
方法 ,这 个 方法 (包括 81 求 8 的 方法 ) 崇 氏 称 为 求 一 术 。 
在 (2) 中 ,让 a 经 过 mod ml 的 一 个 完全 剩余 系 变化 ,……ex 经 过 mod zn， 的 一 个 完全 剩余 
系 变化 ,这 样 ,我 们 共 得 到 mr.…ms 个 +。 设 
x 二 wi 二 十 od 
T= a+ 十 all 
是 两 个 这 样 的 zx, 于 是 ， 
7' = a! (mod m1)] 
? 
7' 三 ai(mod | 
2* 三 ar(mod m). 
\ 
"a a (Imod | 
所 以 ,车 ，… ,as 和 a1,…sat 不 完全 相同 , 则 与 zx" 关 于 横 m…zms 不 合同 。 
这 就 是 说 ,我 们 得 到 的 moo…mm 个 x 模 wa…rms 在 不 同 的 剩余 类 内 。 但 模 zt…ms 只 有 zi 
2 个 莘 余 类 ,所 以 下 面 的 定理 成 立 : 
定理 2 设 闫 一 站 2 而 如 两 两 互 质 。 在 但) 中 , 合 41,… .as 分别 高 历 mod ri。 
… mod wm 的 各 一 个 完全 剩 余 系 .由 zz 议 历 mod m 的 一 个 完全 剩余 系 。 
命题 设 4 为 mod 的 一 个 剩余 系 , 兰 4 中 有 一 个 数 与 4 互 质 , 则 4 中 任意 数 与 a 互 
质 , 此 时 称 镜 余 类 4 与 ? 互 质 。 
证 明 : 设 apE A.a=b 二 yn， 
从 而 ka 一 1 台 坟 .一 1 ， 
定义 ”从 与 模 * 互 质 的 剩余 类 中 各 了 一 数 作成 的 集合 称 为 模 的 一 个 简化 制 仿 闲 。 
定义 “与 异 * 互 质 的 剩余 系 个 数 , 记 为 0x) , 称 为 模 的 Euler 函数 。 
显然 ,简化 剩余 系 中 元 率 数 为 80 pl)<<n, 即 pln) 纯 小 于 等 于 1 的 正 数 中 与 互 质 的 
个 数 。 
例如 , 取 =a= 10, 则 完全 铜 余 系 为 10.1,……9: ,简化 莘 余 系 为 {1 .3,7,9) ,yp(10) 二 4。 
同 理 .q2)==1 .3) 二 2,p(4)=2.8(5) =4 40。 
定理 3 设 记 二 mnemmie*"* sn 是 两 随 互 质 的 . 风 Am) = pm) Pn) 
证 明 : 设 五 .后 为 由 ae 的 各 自 个 简化 剩余 系 . 往 证 ,E11X*… XE 可 以 
建立 一 一 对 应 关系 中 可 。 
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设 0B1X 下 XB G(s 二 x 了 二 上 十 Cs 十 十 Qs4: 其 中 局 是 定理 1 中 求 
出 的 ,是 对 任意 (al ya EEX 有 (sn) 二 1 二 1 不 ,因为 Z 尖 a, 人 (mod m4) ,所 以 
捐 氛 靖 题 有 (rr 一 1 一] 于 是 (ze 一 1, 即 (z, 妇 ) 一 1, 从 而 上 人 二 ,所 以 是 
EX*… XE 到 下 内 的 一 个 映射 。 

对 任意 XxX 了 ,由 已 知 有 (zx; 吉 ) 二 1; 所 以 (rtm) = 二 1, 又 由 定理 2 知 o 为 单 射 有 生存 在 tal， 
ya) EDXK… XDD, 使 得 三 a;(mod zm2;), 其 中 D; 为 1m 的 一 个 完全 剩余 系 , 因 此 (a, .mi) 二 
i, 即 a;EE;, 从 而 a 为 满 射 ,于 是 ,o 是 EX'" 灸 EEirE 的 一 一 对 应 关系 。 

因为 中 元 素数 为 p(x),E, 中 元 素数 为 Ma) ;所 以 

PH) = Fm) gm) 
定理 4 设 mw=pi'…pr 为 m 的 质 因数 分 解 式 ,p,,*…,p, 都 不 同 , 于 是 


证 明 : 先 求 pg(p"), 其 中 上 p 为 质数 ，。 
因为 0,1,…,p' 一 1 中 与 p 不 壮 质 的 数 为 0,p,2p，…,(p 1! 一 1)p 共有 p”: 个 ， 


所 以 9p =p 一 p 一 -3 ， 由 定理 3 有 
Fm)= pp) ppr) 


-oi- 于 -a 


-中 - 坟 -- 表 


定理 S(Fermat 一 Euler 定理 ) 若 a 和 互 质 , 则 
at) = 1(mod n), 

证 明 ; 因 为 2 和; 互 质 ,由 4a7r 志 ay(mod n) 可 以 推出 x 三 y(mod n), 击 了 征 x 和 > 互 质 时 ,ax 
也 和 互 质 , 取 mod n 的 一 个 简化 剩余 系 Ty rn) .于 是 ?如 后 rarma Mod 所 都 不 同 ， 且 都 和 
# 互 质 ,内 个 数 也 是 yln) ,可 见 , 它 他 也 作成 mod 的 一 个 简化 剩余 系 ,所 以 ,它们 应 按 一 定 次 
序 和 my 和 er 合同 ,因此 

Cerro = Fr (mod n) 
所 和 以 ,ar2 兰 1(mod nn) 
推论 (Fermat 定理 ) 车 p 是 质数 而 记 不 整除 a, 则 a! 二 1(mod p)。 


习 是 
1. 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 测 二 ,五 五 数 之 剩 三 .七 七 数 之 剩 二 , 问 至 少 物 几 何 ? (孙子 


算 经 ) 
2. 今天 是 星期 一 ,10'” 天 后 起 星 期 几 ? 
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31 置 换 


定义 ” 设 对 是 一 个 非 空 的 有 限 集合 ,M 的 一 个 一 对 一 变换 称 为 一 个 置 摘 。 设 M 的 元 素 为 
airazy"* ya' 则 MM 的 置换 a 可 以 简 记 为 
[2 2 _ 
Lp， 多 六 | b= oa)? = 12 yn 

因为 置 神 按 定义 是 -~ 对 一 的 ,所 以 媚 ,5,… 5, 是 a4,q1，…sas 的 一 个 排列 。 由 此 可 见 ,2 
的 每 个 置换 对 应 24,4a:,…+a, 的 一 个 排列 ,不 同 的 置换 对 应 不 同 的 排列 ,此 外 ,a as,*" ,a, 的 
任意 排列 也 确定 M 的 一 个 置换 。 所 以 ,M 的 置换 共有 #1 个 ,其 中 是 对 的 元 数 。 

定义 ”对 任意 ecEM, 及 置换 o,r,z 和 + 的 束 积 记 为 cr: 

orta) = g(r(a)) 

容易 证 明 , 和 加 换 的 乘积 不 满足 交换 律 。 

定义 设 o 是 履 的 置换 ,车 可 取 到 好 的 元 素 wazs'va, 合 olal) 二 gay0(a2)==a;,"',0 
《ec 一 arsc(or) 一 al 而 = 不 变 M 的 其 余 的 元 素 , 则 = 称 为 一 个 轮换 , 记 为 

(a Ca "du,) 
当然 ,也 可 以 把 a1,a:,*… a 中 的 任意 元 素 a; 排 在 头 一 位 而 改写 成 
《ai dr OY A A 1) 

定 多 ” 凡 的 两 个 轮换 ac 一 (al a 和 r==th… 忆 ) 说 是 不 相 厅 荡 不 祖 交 ,如果 .… ,a, 利 
站 都 不 相同 。 

例如 ,(1 3 5) 和 (2 4 ee (13 os 3 6) 相 交 。 


$= 


5112 
,85246)=| 吕 
3 5 1l\4 
-| 2 3 1 
345 6 
一 (246)(135)。 
1 3 51 4 6 
(185)(146) 一 | | | 
3 
1] 3 #4 5 | 


‘4 5 6 1 3 
一 (148635)。 


而 我 们 来 证 明 ; 若 a 和 z 是 两 个 不 相 杂 蓝 轮 换 , 则 其 乘法 适合 交换 律 , 即 cz= re 
设 og 二 (ara) ,Tr 二 (机 则 对 EM., 不 炉 设 是 a 或 如 ,车 工 是 某 w, 因 :不 变 ,j 
一 J 有 


5 6] 
了 


gr = 一 Grtdi) = gla) = a 


{OT) = tO) = r(a 1)》 = dp 
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二 时 ci 应 改 为 aj。 

所 以 ,ortz) 二 rolx), 若 是 某 5, 同 理 可 推出 此 结论 。 
定理 1 任意 置换 o 恰 有 一 法 写成 不 相 杂 的 轮 措 乘积， 
证 明 : 先 证 = 可 以 写成 不 相 杂 的 轮换 的 乘积 ， 

取 人 在意 a€EM, 若 ota) 二 a, 则 a, 自己 就 作成 一 个 轮换 。 

设 clal)==as10 (wz) 二 41,'…。 这 样 下 去 ,由 于 放 有 限 , 故 到 某 一 个 元 察 a,, 其 cba) 必然 不 
能 再 是 新 的 元 素 , 即 这 cfa,) 必 在 加 ,or 之 内 。 由 于 是 一 对 一 的 ,我 们 已 有 oa) 一 ai 一 
17 一 1 所 以 ce 只 能 是 ea。 于 是 我 们 得 到 一 个 轮换 (el,…，ar). 若 好 已 经 没有 另外 的 元 
素 , 则 = 就 等 于 这 个 轮换 。 否 则 设 记 不 在 cer 之 内 , 则 同样 作法 又 可 得 到 一 个 轮换 ( 弓 … 
b,)。 国 为 a),… ,a, 各 自已 有 灾 到 它 的 元 素 , 所 以 如 ,… ,5 中 不 会 有 2 ,… va, 出 现 , 即 这 两 个 轮 
换 不 相 杂 , 若 M 的 元 素 已 尽 , 则 = 就 等 于 这 两 个 轮换 的 乘积 ,否则 如 上 又 可 得 到 -一 个 轮换 。 姑 


此 类 推 ,由 于 M 有 限 ,最 后 必得 
8 一 (al 4) (ee (1) 
即 "形成 了 不 相 杂 的 轮换 的 乘积 。 
再 证 表 法 唯一 。 没 " 又 可 表 为 不 相 杂 的 轮换 的 乘积 如 下 : 
5 一 (1 (2) 


试看 (1) 式 中 的 任意 轮换 ,例如 (am ar)。ai 必 出 现在 (2) 式 中 的 某 个 轮 搞 之 内 .例如 (a! 

… ar)。 由 于 一 个 轮换 中 任意 元 素 都 可 排 在 头 一 位 ,不 妨 假 定 a; 一 a'。 于 是 ， 
好 一 da) = 00) = ea om 4) = oy!) 一直， 

如 此 类 推 , 可 见 (er… 4) 必 和 (ai… ?完全 相同 。 这 就 是 说 ,(1) 中 的 任意 转换 必 出 现在 
(2) 中 ,同样 (2) 中 的 任意 轮换 必 出 现在 (1) 中 。 因 之 ,(1) 和 (2) 一 样 ,最 多 排列 的 方法 不 同 。 但 
不 相 杂 的 轮换 相 乘 适合 交换 律 ,所 以 排列 的 次 序 本 来 是 可 以 任意 亏 借 的 。 所 以 表 法 唯一 。 

例如 , 设 MM 的 元 察 为 4, 于 是 厂 的 24 个 置换 可 以 写成 下 面 的 形式 ; 

了 

(1 2),(13),(14),(23),(24).(34); 

人 (123).(132),(124)， 01142013d4) (143) (234) 24.3); 

1234) 1243) 1324) 1342),(1423) (1432); 

(12) C3 4) (13)(2 4),(1 4) (2 3)。 

定义 ” 设 (ei… 4) 为 ~… 轮 换 , 称 + 为 该 轮换 的 长 度 。 长 度 为 2 的 轮换 称 为 寺 换 。 

显然 .一 个 轮换 的 长 卉 也 就 是 其 中 所 含 的 元 素数 且 任 意 轮 换 可 以 写成 对 换 的 乘积 。 

例如 ,a 4a) 二 (aya) (oa) (a a3) (a. as) (3) 

写成 了 +r 一 1 个 对 换 。 

推论 1 对 任官 自 拉 ,有 一 法 (但 未 必 只 有 -法 ) 可 将 其 写成 - : 些 对 换 的 乘积 。 

这 里 , 汇 积 中 出 现 的 诸 对 神 已 非 不 相 杂 ,例如 上 列 公式 中 的 诸 对 挽 竟 一 律 杂 以 w 。 而 有 日， 
寂 法 也 不 叭 一 ,如 

(1 2) = (1 2)(1 3)(01 3) = (2 3)(| 3)(2 3) 

置换 表 成 一 组 轮 顽 之 猴 积 后 , 鳄 可 以 在 平面 上 下 一 组 顾 向 回来 类 示 。 这 样 .就 得 到 一 个 平面 上 
的 有 网 图 形 . 它 直观 地 措 竣 出 元 类 之 问 的 变换 关系 。 业 如 , 设 MM 二 .2.3.4), 属 换 (1 2)(3 4) 
和 (1 2) 分 别 有 图 拱 
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性 换 {1 2 3) 和 了 分 别 有 图 夫 
1 
4 
《 》 
2 
1 2 3 4 
图 中 ,我 们 从 a 向 8 引 一 科 头 ,就 表示 在 该 置换 下 ,a 变 成 45。 
这 里 ,每 个 顺 向 匾 的 长 度 , 即 圈 上 所 含 的 元 素 个 数 ,就 是 该 图 所 表示 的 轮换 的 长 度 。 
总 之 ,一 个 4 元 置换 对 应 一 组 顺 向 圈 , 这 组 圈 的 长 度 之 总 和 为 #; 反 之 ,一 组 遂 向 轿 表 示 一 
置换 ,置换 的 元 素 个 数 就 是 组 中 各 图 长 痿 之 总 和 。 
一 组 顺 向 圈 又 可 以 用 一 个 式 子 
al zl 十 wo zz 十 … 十 mzy( 诸 为 非 负 整数 ) 
来 表达 ,其 中 表示 长 度 为 ;的 图 ,而 x 的 系数 a 则 表示 如 此 的 z; 的 个 数 。 例 如, 轩 换 (1 2) {3 
4), (1 2), (1 2 3) 和 了 ,其 图 形 可 以 分 别 表达 成 式 子 
D2 sD 一 ztzl 十 2 和 42i。 
总 之 ,一 个 元 置换 so 有 一 图 形 表 达 式 
G, 一 如 ZI 十 外 2 十 和 十 4zr 


其 中 司 十 24: 十 … 十 ra, 二 n 称 为 该 置换 的 图 型 。 因 为» 元 置换 最 多 只 能 出 现 1 个 最 长 的 圈 
x,, 也 最 多 只 能 出 现 个 最 短 的 圈 z,, 所 以 对 于 十 列 的 图 形 表达 式 G。, 总 训 写 成 


a 
Ci 

G, = Sn 2z) 十 ozz 十 十 zy 
盖 1 


0 二 wm 和 i:% = 二 0 或 1 
全 部 a 部 是 非 负 整 数 。 
设 o 表 为 4 个 不 相 打 的 轮换 的 乘积 ,这 些 轮 挽 的 长 庆 分 别 为 上 sri。 视 


ag 一 了 二 一 上 (计时 包括 长 度 为 1 的 轮换 在 内 ) 为 奇 或 为 僵 , 我 们 说 a 是 一 个 奇 
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置换 或 侦 置换 。 庄 前 而 的 定理 1 及 公式 (3) ,我们 知道 这 样 的 o 可 表 为 pe 一 1) 个 对 换 的 乘 


积 。 于 是, 奇 置 换 可 表 为 奇数 个 对 换 之 积 ， 得 置换 可 表 为 个 数 个 对 换 之 积 。 我 们 定义 一 个 置换 
5 的 符号 sgne 如 下， 


Ss > 
SRNF 一 《-- 1) 


即 对 偶 置 换 a,sgno 二 1, 青 置换 o.sgno 一 一 1。 例如 ,车 o=(1 2 3), 则 sgno=1; 若 o=(1 2), 则 
sgna 一 一 1。 
引 理 sgner 一 sgnosgnr 
证 明 : 首 先 设 o= 《a 5) ,7 是 枉 意 管 换 , 根 据 定 理 1,z 分 解 为 不 相 杂 轮换 弛 积 .看 ar= {a b}) 
r 有 两 种 情况 : 
A) a 必 分 别 丰 5 的 两 个 不 同 轮换 之 内 ,不 妨 写 成 
T= {a aa by ob) 
所 以 Sgnz 一 {— D+" 
不 难看 出 (a 8)r= (a aw*arb bn) 
即 sgn{ta Hr ={(—1) "mt™ 
=(— Dsgnr 
B) a,2 在 7 的 同一 轮换 内 ,不 妨 设 + 二 《a CQ 瑟 间 ) 
则 sgnr= (—1)+r+1it" 
又 因 (2 Dr = (0b) a ayrrad bb) 
= (a grr"a) (bh hb,) 
即 sgnta br 一 (一 Te 
一 【一 1)sgnr 


其 次 ,我们 来 看 " 也 是 任意 置换 , 它 可 分 解 为 > (r; 一 1) 个 对 换 乘 积 , 由 前 面 已 证 出 的 结 


论 可 知 , 每 乘 入 一 个 对 换 ,就 使 sgnr 变换 一 次 符号 ,逐次 乘 入 2 一 1) 个 对 换 , 变 号 之 Cr 
一 1) 次 , 故 sgnor 一 (— DE-vsgar, 
所 以 引 理 成 立 。 
出 引 理 不 难看 出 ， 
偶 和 置换 x 侦 和 置换 = 偶 置 换 , 商 置 换 X 奇 置 找 二 偶 鸭 挤 
奇 置换 Xx 侦 置换 = 奇 置换 ; 偶 置 换 X 奇 置换 = 奇 轩 换 。 

定理 2 每 个 置换 都 能 分 解 为 对 换 的 乘积 ,但 偶 置换 只 能 分 解 为 偶数 个 对 换 的 莉 积 , 奇 置 

换 只 能 分 解 为 奇数 个 对 换 的 习 积 。 
证明 : 定 建 中 的 第 一 句 时 言 基 定 理工 推论 1 的 复述 。 第 二 名 断言 中 “能 分 解 ” 之 说 也 已 说 
明 , 现 在 需要 证 明 的 是 “只 能 分 解 ”。 

若 不 然 , 没 偶 置 换 分 解 成 了 吞 数 个 对 换 的 乘积 ,但 对 换 是 奇峰 换 ,奇数 个 奇 置换 铺 积 是 奇 
置换 .矛盾 .所 以 偶 置 换 只 能 分 解 为 偶数 个 对 换 的 乘积 . 同 理 奇 喷 换 只 能 分 解 为 奇数 个 对 换 的 
乘积 。 

定理 3 设 作风 而 和 2。 若 x>> 1, 则 奇 置换 的 全 数 和 人 岗 置 换 的 个 数 相等 ,因而 都 等 于 


ny 人 
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证 明 : 命 ,… ,rs 是 所 有 侦 营 换 ,= 各 不 相同 ,由 于 a>1, 帮 可 以 取 到 一 个 对 换 4, 作 下 列 
乘积 


(1) por; 是 奇 置换 ,显然 。 

(2) pp 天 pn 当时。 

若 不 然 , 则 Pt; 二 ptjy: 用 po ! 左 乘 得 ,rt; 二 rs 蔬 插 ! 即 OF 天 PDTi。 

所 以 ; 疝 置 模 最 少 吉 个 , 即 奇 置换 个 数 渤 偶 置换 个 数 , 再 设 wm.…,o* 是 所 有 疝 置 换 . 同 理 
可 推 得 侦 置 换个 数 之 奇 奸 换 的 个 数 ,所 以 结论 成 立 。 


定义 “定义 c 之 奇偶 性 的 整数 > (7 一 1) = 一 称 为 二 换 y 的 定性 款 ,其 中 心 是 包括 
长 度 为 1 的 轮换 在 内 的 轮换 个 数 ,nm ，…, ,7 是 个 轮换 的 长 度 。 
定理 4 设 ， 元 置换 。 有 图 地 
,二 -ee 
则 “之 定性 数 等 于 
访 一 2 一 1)w 


证 明 : 因 为 2 = aa 十 2a, 一 … 十 aa 一 Si 


rm 


ys 


Te 
换言之 , 视 该 和 数 /。 之 为 奇数 或 偶数 ,= 如 为 一 奇 置 换 或 偶 置 换 。 


习 题 


1, 计算 (1 2 3)(2 3 4)(1 4})(2 3) 
2 用 1,2.… +n 代表 4M 中 的 元 素 , 求 证 M 的 任意 置换 可 以 表 为 (1 2),(1 3),"…,(1 #2) 的 


乘积 ,又 可 以 表 为 (1 2),(2 3).…,(a 一 1 4) 的 采 积 。 
3. 设 cr 是 黄 个 置换 ,把 = 妻 为 不 相 杂 的 轮换 的 乘积 ,求证 计算 ore :只 要 用 so 变换 r 中 
的 文字 。 例如 rz 一 (1 23).r=(12)(34), 则 cr 一 (23)5L4), 即 按照 的 变法 把 = 中 之 1 换 


成 2.2 换 成 3,3 换 上 成 1, 即 得 sra 1 
$2 群 的 定义 


定义 设 好 是 非 空 集 合 , 若 对 任意 r,yE 虹 ,都 有 好 中 唯一 确定 元 素 x 与 之 对 应 , 则 称 此 
对 应 为 加 上 的 一 个 (二 元 ) 代 数 运 算 。 

定义 设 M 是 非 空 集合 ,车 MM 上 定义 一 种 代数 运算 ( 记 : ), 且 满足 结合 律 :tr ，y)， z= 
7 (3 zx), 则 称 CA,。) 为 半 幸 ,有 时 也 简称 M 中 半 群 ， 

有 了 时， 在 表达 式 中 也 时 以 省 上 略 。 
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定义 ” 设 G 是 半 群 ,如 果 

1) G 中 有 一 个 元 素 1, 适 合 1 a=a 1 一 ai 

2) 对 任意 aEG, 有 a-! 适 合 a ae 一 aa 一 1， 

则 称 G 为 群 

例如 , (整数 ,一 ),( 有 理 数 ,十 ),{ 实 数 , 十 ).(n 元 置换 集合 ,置换 乘积 ), (= 元 偶 置 换 集 合 ， 
性 换 蒋 积 } 都 是 群 ; (整数, 乘法 ), G4 元 奇 置换 集合 ,置换 薪 法 ) 就 不 是 群 。 

定理 1 设 CG 是 一 个 样 ,G 中 恰 有 一 个 元 素 1 适合 lc=al1 二 =a: 而 且 , 对 于 任意 4 恰 有 一 个 
元 素 a : 适 台 ai :一 a Tla=1。 

证 明 : 误 :又 有 1 也 是 单位 元 , 则 一 11 一 1 , 故 寿 中 1 唯一 。 

对 任 akE:G, 设 pc 部 有 ax” 的 性 质 , 则 总 01 一 pfac) 一 (pae)c 一 ic 一 c。 

a 1 岂 a 的 逆 , 容 易 证 明 (a 0) 一“。 

定理 2 和 群 定义 中 的 条 件 1) 和 2) 可 以 减弱 如 十 ， 

17 局 中 有 一 个 左 址 ,14 一 a 

2) 对 任意 w, 有 一 个 左 道 cea 一 1 

证 明 : 需 要 从 1) ,2) 加 上 结合 性 ,封闭 性 ,证 出 1),2)、 

《 先 证 wa !=1) 

对 件 上 EG, 骨 已 短 有 ze, 使 ea] 考虑 erila a! 二] a71==a-14a ! 也 应 有 左 逆 , 设 为 
ov:B ba 1!==1 

所 以 ,a la a !=bp a !, 看 此 等 式 ， 

左边 =:p a laa 一 (or 人 aa =l(aa =aa!, 

右边 =:5a ”一 1， 

所 以 ua: a = 一 1。 

(再 证 el 一 a) 

对 任 aEC, 由 已 知 有 1 ,使 le 一 上 ,于 是 

dal = ula la) = (aa la= 1a= a, 

自然 , 抠 1》',2) 中 对 于 左边 的 要 求 一 律 改 成 对 于 右边 的 要 求 也 是 一 样 的 。 

定理 3 1) 和 2) 等 价 于 下 列 可 除 条件 : 对 于 任意 s 必 ,有 ~ 使 xe=z, 又 有 y 使 sy 一 5 

证 阴 ::' 必 要 性 ,显然 ,只 要 了 z= 一 ay 一 < 志 即 可 。 

完 分 性 ,只 需 证 明 根 据 可 除 条 件 能 推出 ]) ,27 即 可 。 

任意 取 定 EC, 看 x 二 c, 由 已 知 它 有 解 , 记 解 为 1, ,于 是 1.c=e， 

先 证 1)' 往 证 对 任意 a€G.1.4=a。 

对 任 着 ?ocy 二 4 有 解 , 沁 为 y : 即 cy'=a. 于 是 1.4 二 ltey 二 (lc}y' 二 ey 二 a 所 以 1)' 式 
成 立 。 

不 妨 糙 1 记 为 1。 

再 证 2)” ,对 于 任意 w, 则 re 一 ! 有 解 , 令 这 个 解 为 a , 则 oa=1。 

定理 .4 设 G 肪 -个 群 .在 个 乘积 wev 中 可 以 任意 加 括号 而 求 其 值 , 

证 明 ; 只 要 证 明 尾 意 加 括 导 而 得 的 积 等 于 按 左 至 右 吉 括号 所 得 的 积 

Co (Cena) ) 1), 

对 二 用 归纳 法 , 当 呈 = 1.2 时 , 异 然 ; 

当 %z=3 时 是 结合 律 ,假设 对 少 玫 个 因子 的 乘积 成 立 ， 
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往 证 对 ”个 也 成 立 。 
设 任 意 加 括 叶 得 积 4, 最 后 一 次 相 乘 的 前 后 一 部 分 为 召 与 C: 
马 一 (人 BJC) 

其 中 BB 和 中 的 因子 个 数 均 小 于 ,所 以 C 等 于 按 次 序 自 左 而 右 加 括号 所 得 的 乘积 (DD) 
4a， 由 结合 律 得 ,4 二 (8)(C)=(B)((D)a,) 二 (CB)《D))a, ,注意 到 (CB)(D) 的 因子 个 数 丰 于 +， 
故 

{BY(D) = 〈(…((eiay)as) es-s)an 1 

所 以 A=((B) CODD = C0 (C0) a ) a1) oe 

当 给 出 二 元 运算 后 ,着 无 结合 律 , 则 三 个 以 上 元 素 的 运算 不 一 定 有 意义 ,本 定理 对 有 结合 
律 的 一 切 代数 体系 成 立 。 

现在 a.…a. 有 意义 , 当 它 们 都 相同 时 称 个 a 连 乘积 为 a 的 次 方 , 记 为 a”, 再 规定 

d= la ”一 (ea 

于 是 ,有 第 一 指数 律 ,a*a"=a"+"; 第 二 指数 律 , (a")" 二 a”。 

定义 ”车 群 G 中 因 法 有 交换 律 25==ba, 则 GG 四 做 Abel 群 或 交换 群 。 

定理 5 在 一 个 交换 群 6 中 ,一 个 乘积 可 以 任意 颠倒 因子 的 次 序 而 求 其 值 . 

证 明 :对 积 a…a, 设 > 是 1,… 汉 上 一 个 置换 ,要 证 

Hr] ne) rt 一 A 人 ”全 
对 ”用 好 纳 法 ,=1 显然 ,n 二 2 是 交换 律 。 
设 % 一 1 已 对 ,看 4 时 , 记 P=axw ao… Qiw 其 中 必 出 现 a,, 于 是 可 写 
P= (Pa PD) = P'(atp)) = P' (Pa,) = P'P"a, 

而 P'P"=ag**was-1; 所 以 了 二 a1**"Q.。 定 理 得 证 。 

其 实 , 由 前 节 习题 2,1,…，,n 的 任意 置换 可 以 表 为 对 换 (1 2)、(2 3) 一 12) 的 乘积 。 
所 以 要 证 任意 颠倒 乘积 的 办 闻 次 序 不 变 乘积 的 值 , 只 要 证 明 :和 颠 鲍 习 积 中 相 邻 的 两 个 因子 的 次 
序 不 变 乘 积 的 值 , 但 这 正 是 交换 律 。 

在 交换 群 中 . 昂 见 存 第 三 指数 律 ; (ab) "= 一 ct 成 立 。 交 模 群 常 称 为 如 法 群 ,其 中 运算 称 为 
加 法 , 记 为 "十 ", 十 是 

交换 律 ;4 十 6 一 5 十 a 

铺 合 律 :ta 十 十 c= 二 4 十 性 十 c) 

单位 元 0:4a 十 0=0 二 a=a 

道 元 称 为 负 元 一 a:4 一 (一 4)= 二 (一 a) 十 a 二 0 

在 乘法 群 中 的 a” 现在 为 na 二 4 十 … 十 a 

规定 0a 二 0.(… na 二 -. na 二 个 指数 律 变 为 :Crm 十 Wa = 二 ma 十 naymtadib)=wa 二 mb:m 


(na) = (a) ua, 
习 题 
1， 试 证 明 » 个 元 素 的 白 有 置换 作成 一 个 群 (通常 叫 敌 次 对 称 群 )。 并 证 明 n 个 元 素 的 所 
有 偶 普 换 作 成 一 个 群 (叫做 靖 次 交代 群 ), 写 出 四 次 交代 群 中 的 元 束 习 从 交代 群 的 元 数 为 多 


少 ? 
2 举例 说 骨 不 要 求 可 除 条 售 而 要求 消去 条 件 . 即 要 求 由 sx 一 ay 可 推出 z=. 由 xa 二 ww 
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可 推出 x==y, 则 G 不 见得 是 一 个 群 。 若 G 有限 怎 么 翌 ? 
， “3. 举例 说 明定 理 2 中 的 1 和 2) 分 别 改 成 :1) G 中 有 一 个 元 察 1 适合 12 二 a,2)' 对 于 任 
意 < 有- -全 ao 适合 aa 一 一 1, 则 G 不 见得 是 一 个 群 。 

4. 设 C 为 群 , 姬 果 C 中 任 一 元 素 4, 者 有 a 一 <, 则 G 为 交换 群 。 


8 3 子 群 及 其 陪 集 


定义 设 G 是 一 个 群 . 量 是 G 的 一 个 子 集 ,如 时 按照 G 中 的 襟 法 ;五 是 一 个 群 , 则 五 叫 
做 @G 的 子 群 。 

例如 , 群 G 是 它 自己 的 子 磅 ,i1} 也 是 6G 的 一 个 子 群 ; 非 零 有 理 数 乘法 是 非 零 实数 习 法 群 
子 群 ,又 是 非 零 复数 乘法 群 的 子 群 。 

又 如 ,三 次 对 称 群 5;= {7,1 2),(1 3}).(2 3),(1 2 3),(1 3 2)} 
三 次 交代 群 4; 二 !1,(1 2 3), (1 3 2)} 
则 4; 是 5, 的 子 群 。 

定理 1 群 G 的 一 个 子 集 瑟 是 G 的 一 个 子 群 ,必要 而 且 只 要 

(1) 若 aEH,5EH, 则 abEH:; 

(2) 车 a€E BR, 则 a7!'€EH， 

(3) 如 非 空 。 

证 朋 ; 必 要 性 , 设 五 是 G6 的 子 群 , 则 五 是 群 ,所 以 如 中 乘法 满足 封闭 性 ,所 以 (1) 式 成 立 ， 
同 拌 (3) 式 也 成 立 。 以 下 证 (2) 。 我 们 先 证 G 中 的 1 就 是 五 中 的 1。 

假设 五 中 的 单位 元 是 ! ，, 则 对 任意 xsE 万 ,有 1a=a。 此 式 在 五 中 成 立 , 则 在 G 中 也 必然 
成 立 , 所 以 用 a-' 右 科 上 式 得 1'aa-1=aa-! 苑 1 王 1, 所 以 仑 中 的 1 也 是 五 中 的 单位 元 。 

因为 所 为 群 , 所 以 对 任意 a€ 玉 ,应 有 65E 五 ,使 6=1, 此 式 在 G 中 也 成 立 , 用 a-: 左 乘 得 
5 二 a 所 以 a-!& 石 , 即 (2) 成 立 。 

充分 性 ,只 需 证 豆 为 峡 即 可 。 

由 (人 3), 召 非 空 ,由 人 1) 封闭 性 成 立 , 设 ep,c 是 五 的 任意 三 个 元 素 , 在 G 中 有 (tab)c=a 
Ge)》 因 总 封闭 ,所 以 在 五 中 也 成 立 , 于 是 忆 首先 为 半 群 。 

于 面 证 瑟 中 有 过 , 取 任 意 4E 吾 ,由 (2),a!E 时 ,由 (1) .we 1E, 即 1E 玉 ,在 G 中 有 1a 
一 < 成立 ,在 五 中 此 式 自然 成 立 。 

亢 证 丘 中 有 道 , 取 玉 中 任 一 元 素 4a, 则 有 如 中 4 的 道 a-iEH, 在 G 中 有 a4-'a=1 成 立 . 
此 式 在 五 中 也 成 立 , 所 以 按照 G 中 的 乘法 , 吉 是 一 个 群 ,所 以 互 是 G 的 子 群 。 

定理 2 定理 1 中 的 两 个 条 伞 (1),(2} 可 以 换 成 下 面 一 个 条 件 : 

(¥) 若 aERHVERH.WN 2b EH, 

证 骨 ; 必 要 性 , 设 a€ 玉 ,bE 由 (2) 67!€E 晶 ,再 出 (Jub: 日 ,所 以 C* ) 式 成 立 ， 

充分 性 , 设 aE 五 .由 (* ) 式 ua E 百 , 即 1E 殖 ,再 由 (* ) 式 得 .larE 五 , 即 wE 
五 .所 以 (23) 成 并。 
. 设 &EH.DE 及 ,所 以 扩 :E 昌 ,天 由 (4+) 式 得 atb -EH. 即 abE 晶 , 鼓 
(1) 成 立 。 

定理 3 没 a 是 群 扣 的 个 元 素 , 于 是 a 的 所 有 千 的 集合 


cr 一 0 二 1]， 士 2.… 
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做 成 G 的 一 个 子 群 , 记 为 (ze) ,此 笑称 为 由 a 生成 的 子 群 。z 就 称 为 (a) 的 一 个 生成 元 。 

证 明 :首先 (2) 非 空 , 因 为 a" 一 1E (a)， . 

任 取 (中 二 元 案 a"*ye", 有 wu"(a) 一 =a"g "二 au” 名 (4), 均 由 定理 2., La) 做 成 了 G 的 一 
个 子 群 。 

定义 ” 孝 群 悦 能 由 某 一 个 元 素 生成 , 则 G 称 为 循环 群 或 巡 国 群 。 

例如 ;41, 一 1,7 ,一 i ,将 站 记 为 a, 可 写成 fa',al oa。 

又 如 ,整数 加 群 ,1 是 生成 元 ， 

定义 ”对 群 中 任意 元 e ,考察 ,a ae"ala 

情况 1, 其 中 元 素 氏 不 同 ; 则 说 2 周期 是 盛 穷 大 或 0。 

情况 2, 其 中 元 素 有 相同 的 , 即 有 整数 3 天: 使 站 一 坟 。 不妨 设 *>> 和 于 是 一 上 0 而 4 一 1， 
即 有 正 整 数 靖 使 "=1, 若 为 适合 am" 一 1 的 最 小 正 整数 , 则 说 a 的 周期 为 n。 

例如 ,在 所 有 非 0 复数 构成 的 乘法 群 中 ,1 的 周期 为 1, 一 1 的 周期 为 2, 七 的 周期 为 4 , 模 
数 r 基 1 的 复数 >=:re* 的 周期 为 无 穷 大 。 

定理 4 若 群 C 中 元 素 a 的 周期 为 =, 则 

人 1) 1,ayazsaises 一 为 呈 个 不 同 元 责 ， 

《2) a*==1 当 且 仅 当 nn | ma; 

(3) a' 二 a' 当 且 权 当 w | (5 一 2 

证 明 : 先 证 (2);, 对 于 任意 整数 区 /有 一 ng 十 rT:0 之 7 之 吉 所 以 a" 二 a a 一 {aa 二 la’= 
a ,由 于 是 使 so" 二 1 的 最 小 正 数 , 而 7 过, 所 以 ar 二 1 当 和 且 仅 当 r 一 0, 扬 以 a"==1 当 且 仅 当 色 
二 1 当 且 私 当 +=0 当 且 仅 当 nn 1 mr, (2) 得 证 ,由 (2) 知 a 二 gr 当 且 仅 当 a’ 二 1 当 且 和 仪 当 i (5s 
一 和 ),(3) 得 证 ;由 (3) 容 易 大 出 (1) 是 成 立 的 。 

由 本 定理 , 设 a 为 妖 G 的 一 个 元 察 ,如 朵 a 的 周期 为 无 穷 大 , 则 z 生成 的 子 群 (a} 是 无 限 循 
环 群 ,La) 由 彼此 不 同 的 元 素 


ET 

组 成 ;如 困 a 的 周期 为 号 则 子 群 Ca) 为 元 循环 群 , 它 由 # 个 不 同 的 元 素 
了 ae ds 

纽 成 。 
如 果 群 G 是 加 法 群 ,定理 4 就 变 为 
《人 02 一 1)a 为 n 个 不 同 元 素 ; 
(21) rma: 二 0 当 且 仅 当 | 澡 ; 
C31) se 一 地 当 且 仅 当 ww | (人 …) 
这 时 子 群 (4) 为 元 牧 环 加 法 群 . 它 由 2 个 不同 元 素 

OacDavm tn - la 
组 成 ; 蕊 .的 周期 为 无 穷 大 , 则 子 赂 (oa) 为 无 限 特 环 加 法 群 , 它 由 们 一 20. 一 922 

组 成 。 
人 zx" 一 1 一 在 复数 域 中 恰 及 i 
Ey er k= 0 m1. 

称 为 次 单位 根 .它们 人 微 成 一 过 并。 这 六 可 外 任意 一 个 本 原 ” 认 单 位 下 


( 凤 周 戎 为 nn 者) 生成 ,例如 各 由 xz 二 ec 全 牛 成 。 当 >2 时 .本 原 次 单位 根 不 只 一 个 .只 要 与 
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" 互 质 ,z= 二 e** 便 是 一 个 本 原 n 次 单位 根 ， 上 帮 循环 群 的 生成 元 素 未 必 唯 一 ， 

定理 5 者 < 的 疝 期 为 mw% 则 (oa) 具 有 gw) 个 生成 元 素 。 

证 明 : 看 (o) 中 的 泡 素 1,e ,a™', 若 (2) 中 的 某 元 素 5 也 是 生 或 元 : 则 (a)==(8)。 国 4 
是 生成 元 ,可 设 5=a,0.<4<<n, 看 哪些 使。 可 表 为 5 的 若干 次 方 , 没 <= (Ca), 则 a 二 o*, 由 
定理 4 利加 | ( 刀 一 ]), 序 以 研一 1 二 wn 有 即 胡 一 qn 二 1, 基 与 % 筷 质 ,友之 ,车 大 与 4 互 质 ,不 
难 证 明 ,a 可 表 为 5 的 若 十 次 方 。 所 以 ,a 可 表 为 5=a 的 若干 次 方 , 当 且 仅 当 与 互 质 ,但 在 
0 过 < 中 ,其 有 gl) 个 训 与 nn 互 质 , 所 以 共有 lx) 个 元 素 生 成 (2)。 

定义 设 如 是 群 C 的 一 个 子 群 ,apEG. 如 果 

a=h.hEH. 
刚 说 a 会 同 于 5( 洗 模 五 ) , 记 为 a 三 b( 有 mod H)。 
例如 ,G= {CL 2) ,0 3),(23),(1 2 3),1 3 2)} 
HBH={1,(1 2)} 

则 说 (1 2 3) 合 同 于 (1 3) 右 模 玉 ,因为 (1 2 3) 一 (1 3)(1 2) ,其 让 (1 2)6E 五 。 

下 面 我 们 来 证 明 合 同 关系 是 等 价 关系 ， 

1) 反 身 性 ;因为 z 一 al,1E 瑟 ,所 以 use。 

2) 对 称 福 ; 若 三 86, 则 4 二 566 ,hE 有, 所 以 5 二 ak-!, 因 为 巴 是 群 ;所 以 hl1€EB, 所 以 =a。 

3) 传递 性 : 若 e 一 0540-=c, 则 ca 一 矶 人 一 c 其 中 下 类 E 下 , 即 =c 引 ,而 起 皇 正 ,所 以 ae。 

既然 合同 关系 ( 右 模 五 ) 是 一 个 等 价 关 系 ,所 以 分 成 了 所 有 等 价 类 的 并 集 。 每 一 个 这 样 
的 等 价 类 由 微 五 的 一 个 右 陪 集 。 

根据 右 陪 集 的 定义 有 下 面 的 结论 ; 

(1) 以 喜 的 所 有 充 素 右 乘 C 中 某 元 素 4. 所 得 集合 记 为 a 如 , 则 包含 a 的 右 陪 集 就 是 < 五 。 

证 明 : 记 包含 a 的 右 陪 集 为 B, 往 证 aH==B。 

对 任意 bEB, 因 为 a€B, 按 等 价 类 的 定义 ,b 尘 u( 右 mod 昌 ), 故 有 hE 开 , 使 得 5=ah, 所 
MEaH,WN BEaH. 

任 取 a 五 中 一 元 素 a', 则 a’ 二 ah， We 喜 es 二 a( 右 mod 丈 ),a 在 a 所 在 的 右 陪 集 
BB 中 , 即 a'EB, 所 以 a 石 和 5。 

综 上 所 述 ,aH=b。 

(2) 五 本 身 也 是 豆 的 一 个 右 陪 集 。 

(3) 包 含 1 的 右 陪 集 即 五 ,而 任何 号 外 右 秒 集 不 含 1, 故 除 五 ,其 它 的 右 陪 集 都 不 是 群 ， 

同 理 可 定义 左 陪 集 。 

例 恕 , 设 G 是 所 有 整数 的 加 法 群 ,总 是 mw 的 所 在 倍数 作成 的 子 群 。 因为 加 法 适合 交 搁 律 ， 
所 以 左右 之 分 不 存在 ,因而 ,( 太 mod 号 ) 和 ( 太 mod 下) 是 一 样 的 ,而 左右 陪 集 也 是 一 样 的 。 易 
见 4 志 b《mod 五) 等 于 说 4 三 pl(mod m) ,而 五 的 陪 集 就 是 模 xx 的 剩余 类 。 

又 旭 , 设 己 是 所有 非 0 复数 的 乘法 群 ,所 有 其 |zi==1 的 复数 =e* 作 成 G 的 一 个 子 群 旦 ， 
a 三 hl(mod 吾 ) 等 于 说 |4| 二 避 .在 复 平 面 上 ,互相 当 单位 元 ,上 的 所 有 陪 集 相当 以 原点 为 图 心 
的 所 有 同心 图 ， 

若 G 是 一 个 有 上 腿 群 .可 如 下 求 日 的 右 陪 集 ; 

(1) 太 本 身 是 一 个 , 令 G= 入 ,i 二 0; 

{2) i 十 1 ;车 侣 二 Gi;; 册 爷 止 ;否则 

任 取 不 翅 于 GG; 的 -一 个 元 素 而 求 4 召 . 令 Giw1=Giu 晶 .里 复 执行 本 步 又 。 
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因为 G 有 限 ,此 过 程 必然 停止 ,最 后 G=HUaBU…。 


同 理 诺 陪 集 有 相应 的 过 程 。 

例如 ,G= {1,(1 2) ,C1 3),(2 3),(1 2 3),(1 4 2)} 
H={1,(1 2))} 

右 障 集 左 陪 集 

H={I.(1 2)} H={1,(1 2)} 

{1 WH={(1 3).(1 2 3)} Hl 3)={(1 3),(1 32)} 

(2 WH=1{(2 3),(1 3 2)) H(2 3)=1{(2 3), (1 2 3)} 

此 时 左 障 集 和 右 障 集 不 都 相同 。 

车 取 H={I, (1 2 3),(] 3 2)} 

右 陪 集 左 陪 集 

H=1{1,{(] 2 3),(] 3 2)} HB=!1,(1 2 3),(} 32)} 


(1 2)H=1(2 3),(1 3),(1 2)} H(i 2)={(1 3),(1 2),(2 3)} 
这 时 左 障 集 和 右 陪 集 一 样 。 
定义 设 侣 是 群 , 太 是 G 的 子 群 ,对 任意 gE€G, 着 gH=Hg, 或 者 ,的 左右 陪 集 没 有 区 
别 , 则 称 吾 为 GG 的 正规 子 群 。 
不 难 证 明 , 交 换 群 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 改 ; 平 凡 子 群 且 = :1} 和 5G 也 是 正规 子 群 。 
命题 互 是 C 的 正规 子 群 当 上 且 仅 当 对 任意 EC, 三 五。 
证 明 必要 性 , 困 为 五 是 CG 的 正规 子 群 ,所 以 对 任意 gEEG,ET= 瑟 5 所 以 5 有 g-IC 五 。 
充分 性 ,对 任意 gEG: 则 g-!EG, 由 已 知 , (4D)H(g 1) 一 g 'Hg 导 HH, 用 g 左 
乘 此 式 , 同 时 用 g ~! 右 乘 此 式 , 得 gHg 1!, 所 以 互 =gHg”', 所 以 五 是 忆 的 正规 子 群 。 
例如 , 设 G: 行 列 式 不 为 0 的 所 有 2X2 咎 阵 乘法 群 ; 
总 :行列 式 值 为 1 的 所 有 2x2 移 和 阵 乘 法 群 : 


0 
:所 有 |。 | 形 算 阵 乘法 ,wb 都 不 为 间 
(1) 五 是 G 的 正规 子 群 
证 明 ; 对 任意 4AEC,BEH， 
则 |4B4-4=|411811417= B|=1, 即 484-! 忆 玉 , 所 以 五 是 正规 子 群 。 
(2) 好 ' 不 是 G 的 正规 了 群 


{1 
a 一 1 


上 1 人 1] 1 liil CD171 | 十 

攻 | Bt 1| 10 sl | | Sa | 
| “不 是 "中 元 如 ,所 以 A 不 是 正规 子 属 、 

定理 6 设 瑞 是 群 G 的 有 限 子 群 , 则 五 的 任意 右 陪 集 a8 的 元 数 告 等 于 五 的 元 数 . 

证 明 ;& 瑟 一 {4h | 五 } .因为 G 中 有 消去 律 : 即 由 az 二 ay 可 得 ?二 vy, 故 如 中 不 同 元 素 
以 “ 堪 乘 后 皆 不 同 , 令 五 中 元 素 瞩 与 a 五 中 元 素 ah 对 应 ,此 对 应 便 是 -…-- 对 应 映射 , 故 a 于 
与 总 由 元 素数 根 同 。 

坷 理 可 证 ,任意 左 陪 集 Ha 中 元 素 个 数 也 等 于 五 中 元 素 个 数 。 
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Lagrange 定理 设 忆 为 有 有 限 群 , 则 G 的 任意 子 群 的 元 数 整除 群 G 的 元 数 。 

证 明 : 设 G, 玉 的 元 数 为 wx,r, 对 吾 看 G 的 所 有 :个 右 陪 集 , 则 避 愉 为 这 :个 右 联 集 之 并 ， 
且 不 同 右 陪 集 之 间 无 公共 元 素 , 又 根据 定理 6, 每 一 陪 集 元 数 都 与 刁 元 数 相同 ,都 等 于 .一共 
是 :个 右 陪 集 , 故 所 有 右 陪 集 的 并 集 有 元 素 rs, 它 等 于 G 的 元 数 m, 即 mx=rs, 所 以 本 定理 成 
立 。 

定义 ”有 限 群 G 的 元 数 除 以 右 的 元 数 所 得 的 商 , 记 为 (G: 厂 ), 叫 散 且 在 G 中 的 指数 。 瑟 
的 指数 也 就 是 五 的 右 ( 左 ) 陪 集 的 个 数 。 从 每 个 右 陪 集中 选 出 一 个 元 素 为 代表 ,全 体 代表 的 集 
合 叫 做 一 个 右 代表 未 或 让 代表 团 。 设 局 有 限 而 gg，…,g; 作成 一 个 右 代表 系 , 则 jg、… ,gH 
便 是 互 的 所 有 右 踏 集 而 

C=gHU"UsgH 

例如 ,车 G 为 2 元 循环 群 ,za 为 = 的 一 个 正 因数 , 则 G 有 zm 元 子 群 。 

证 阴 ;: 设 j=mg,6G= 二 (42) 二 种 varya"!} ,因为 (a')" 二 a 二 a* 二 11 而 对 任意 1 之 
过 吉 , 这 时 ,1 之 gq 之 nsa 的 周期 为 nn, 歼 (Ca)! 二 a*s 关 1, 所 以 a' 的 周期 为 1, 从 而 a 生成 的 子 群 
《ea) 是 如 元 的 ,得 证 。 

定理 ? 设 G 为 有 限 群 ,元 数 为 x, 对 任意 aEG, 有 a,=1。 

证 明 ; 因 为 G 有 限 ,a 的 局 期 必 有 限 ,否则 < 所 生成 的 刍 环 群 (a) 将 无 限 ,G 的 元 素 将 无 穷 
多 . 效 命 a 的 周期 为 局 , 即 c 一 1, 则 a 生成 一 个 区 元 循环 子 烙 (a) 三 G. 按 Lagrange 定理 , 子 群 
(2) 的 元 数 壤 | na 即 一 ?dg ,所 以 地 一 (a“)9 一 1 。 


习 题 


1. 令 了 (1 2)(3 4), (1 3) (2 4), (4)(2 3) 四 个 置换 作成 一 个 群 叫 "Kiein 四 元 群 。 求 证 
Klein 二 元 群 是 四 次 对 称 群 的 正规 子 群 。 提 示 :利用 $1 习题 3。 

2. 写 出 三 次 对 称 群 的 所 有 子 群 。 

3, 车 五 在 G 中 的 右 障 集 的 个 数 有 限 , 求 证 左 陪 集 的 个 数 也 有 限 而 且 和 右 材 集 的 个 数 相 
等 。 自 然 其 个 数 也 可 以 叫做 五 在 G6 中 的 指数 。 提 示 :证 明 若 g,,…,g, 作成 一 个 右 代 表 系 . 则 
8 "gi ! 作成 一 个 左 代表 系 。 

4， 求 证 苦 五 在 C 中 的 指数 等 于 2, 则 互 必然 是 G 的 正规 子 群 ， 

5 ,求证 G 的 任意 多 个 子 群 的 交集 仍 是 G6 的 子 群 ,并 且 ,G 的 任意 多 个 正规 子 群 的 交集 仍 
是 G 的 正规 子 群 。 

6. 设 五 是 G 的 子 群 ,N 是 G 的 正规 子 群 , 命 HN 为 吾 的 元 素 飞 和 的 元 索 所 得 的 所 有 元 
素 的 集合 ,求证 五 N 是 G 的 子 群 。 

7. 设 万 是 群 G 的 一 个 有限 非 空子 集 ,求证 只 艺 如 中 任意 两 个 元 素 的 积 仍 在 召 内 , 则 扣 
是 G 的 子 群 。 

8. 求证 循环 群 的 子 群 们 是 循环 群 。 

9. 设 CG 是 一 个 # 元 循环 群 ,a 是 一 个 生成 元 素 。 若 ~ 和 的 最 大 公约 数 为 d. 问 a' 的 周期 
等 于 什么 ? 由 此 看 来 .:G 中 有 多 少 个 元 素 可 以 作为 生成 元 素 ? 

10. 求证 若 刀 的 元 系 是 一 个 质数 . 则 G 必 是 循环 群 , 
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8384 同 态 及 同 构 


定义 ”把 集合 4 及 其 上 的 二 元 代数 运算 ， 作 为 整体 来 看 时 , 称 为 一 个 代数 体 末 , 记 作 (4， 
'), 当 这 个 代数 运算 称 为 习 法 于 ,叫做 一 个 夹 法 条 统 。 
定义 设 (4,*) 与 (和 1, “外 是 两 个 代数 体系 ,a 是 4 到 4' 的 映射 ,使 得 sla*， 5) 二 ola) 
g(t), 其 中 a,bEA,olq),ol8)EA',，， 是 A 上 的 运算 ，，' 蚌 A 上 的 运算 , 则 称 o 是 4 到 A4' 
内 的 同 坟 映射 ,说 4 与 z(4) 是 同 态 , 记 为 4~a(4), 若 又 是 一 一 对 产 , 则 称 是 4 到 如 的 同 
构 映 射 说 如 与 出 同 构 , 记 为 4 兰 4 。 为 了 简便 , 常 写 成 c(ab)=cz(a)c(b。 显 然 , 同 构 必 是 同 
态 , 同 态 不 一 定 是 同 构 。 
例如 ,CR ,+ ); 集 合 指 爹 体 正 整数 ,运算 指 习 法 ， 
《R, 十 ) ;集合 指 全 体 实 数 ,运算 指 加 法 ， 
映射 9 是 ;7 一 一 logsz+ (a>0 的 实数 ) 
不 难说 明 o 是 一 一 对 应 。 
5 基 同 梅 映 租 , 因 为 cCzry) 一 logszx y 一 logszr 十 logsy= 一 zftx) 十 5(y) 是 是 一 一 对 应 。 
又 例 ,(C, 十 ) :集合 是 全 体 复 数 , 运 算是 加 法 ， 
CR, 十 ); 集 合 是 多 体 实数 ,运算 是 加 法 ， 
令 g: 六 十 加 一 一 
则 zff(a 十 不 ) 十 (ec 二 二)) 一 zf(e 十 c) 十 地 十 iD 一 4 十 c 一 ze 十 而) 十 (ec 十 起 ) 
所 以 go 是 C 到 RR 内 的 同 态 映 射 。 
定理 1 设 口 是 一 合群, 天 是 一 个 乘法 系统 .c 是 6G 到 天 中 的 一 个 间 态 映射 , 则 CG 的 陕 象 
5' 二 olG) 是 一 个 群 。6 的 总 1 的 映 象 r(1) 就 是 上 的 党 1 ,而 a 的 首 a-! 的 映 象 vc(e 1) 就 是 a 
的 映 象 rc(az) 的 道 :a(e) 一 zfe)-:。. 
证 明 :1) 因 G 非 空 ,所 以 G' 非 空 。 
2) 封 闭 福 : 即 证 着 EO'15 EG ,a'b' EG'。 
因为 必 有 as;bEG, 使 ola)==a',o(5)=Pr, 由 0 的 同 态 性 得 ,otab}) 二 ola)ol5)==a'b' ,这 说 
明 a'5' 是 G 中 元 迪 ww 的 象 , 故 a'b' EG'。 
3) 结合 律 ; 设 2' ,6',c' EG' ,要 证 a (be)=(a'p Ye'。 
乒 为 二 gla} ,=o(} ,r= 二 50(6) ,而 GG 中 有 结合 律 , 即 atoc)= 三 (ap)c: 两 边 作 用 上 cka 
[ho ) 二 a( (ab)c) 而 
otalhe))=atadotbe)=a (gl(b)s(e)) =u' (b'e'), 
oape) 二 (ub)o(o) 二 (oe 三 tc 所 以 结 台 律 成 立 。 
4) 有 站 过 ,并 且 就 是 ol(1), 凤 对 任意 EG, 要 征 5(1)a’==a’ 
国字 =) 一 fo) 一 9f1)afceysz0l)c ,| 拆 以 atl) 就 是 G' 中 的 在 查 1 
5) 有 左 诈 .并 且 就 是 of ')。 
头 为 .elu Da' 二 ota- Dota)==claT1a) 二 et1) 二 1', 即 有 左 道 。 
恨 据 $2 定型 2, 结论 成 立 。 | 
同 析 的 奉 或 代数 系统 .抽象 地 来 达 可 点 说 毫 无 差别 .如果 全 只 入 辐 构 . 则 由 于 GG 中 更 个 
或 党 个 元 素 可 能 立成 C 的 一 个 元 索 , 所 以 不 能 说 是 二 和 作 构 造 一 样 , 但 因为 G 中 的 乘法 关系 
在 台中 仍 对 应 地 成 站 ,所以 ,可 以 阅 避 是 的 一 个 缩影 对 6 的 缩影 的 研究 ,当然 是 对 上 进行 
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研究 的 重要 内 容 或 重要 方法 。 

定义 设 c 是 G 到 G' 上 的 一 个 同 态 映射 , 命 N 为 G 中 所 有 变 成 G' 中 1' 的 元 素 g 的 集合 ， 

记 为 1(14'), 即 
N=¢0(1)=igECG, vg) = 1} 
我 们 把 NN 叫做 5 的 核 。 

这 里 (1 ) 只 是 一 个 记 叶 ,不 代表 逆 了 映射 。 

定理 2 设 z 是 6G 到 G' 上 的 一 个 同 态 映射 ,于 是 ,o 的 核 N 是 6 的 一 个 正规 子 群 ,对 于 GG’ 
.的 任意 元 素 a ,a '(a') 是 NN 在 6G 中 的 一 个 障 集 ;因此 ,G' 的 元 素 和 N 在 6 中 的 障 集 一 一 对 
应 。 | 

证 明 : 先 证 入 是 避 的 子 群 。 

1) 因为 o01)=1 :所 以 TEN 得 闪 非 空 。 

2) 若 seEi, 则 1 =a(ae-1) 一 cfte)afa1) 一 1 oa) 一 gf(a1) 所 以 ar IE 

3) 若 aeENoEN, 则 sf(e) 一 1 ao(o) 一 1 

所 以 elo) 二 ola)o( 丰 二 1'1' 二 1', 有 所 以 abEN。 

再 证 N 是 正规 子 群 ,只 逢 证 对 任意 gEG,gNg SEN。 

央 o(lgNg =a(g)o(N)o(lg =ol(g)l'o(g) !=o(g)o(g) !=1' 所 以 ZNETICN。 

最 后 证 明 , 对 任意 a'E0', 而 ota)==a', 则 oa-!(a ) 是 入 在 G 中 的 一 个 陪 集 , 即 为 aN，。 

因为 otaN)=o(a)otN)==ala)i' 二 a ,所 以 aNCoT 1(a')。 

对 尾 党 5EoTia 0) , 则 gC) 一 a , 琢 Ca -igolb)} 一 1 yaota) gt 一 1 和 ,所 以 slat8)= 二 1', 所 
Ma EN GEuN, E 

即 o ay)ECaN。 所 以 aN=o (a')。 

容易 证 明 : 同 态 核 是 单位 元 群 的 问 态 必 是 阿 构 。 请 读者 自己 证 明 。 

以 上 说 明了 ;: 若 v 是 CG 到 CG 上 的 则 态 映 射 , 出 其 核 入 为 一 正规 子 群 。 反 过 来 ,我 们 要 问 : 
设 N 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,是 否 有 一 个 群 C 以 及 一 个 C 到 G 上 的 同 态 映 射 c' 使 N 为 的 
核 ? 回答 是 肯定 的 ， 

引 理 设 N 号 GG 的 正视 于 群 。 若 4,8 是 NN 的 陪 集 ; 则 AB 也 是 NN 的 陪 集 。 

证 明 ;( 群 子 集 有 4 与 BB 之 积 AB 规定 如 下 :4B 二 {zy | rE A,yEB}) 因 为 N 是 正规 子 群 。 
故 Nb 二 BN。 今 设 4 二 aN ,B=bN, 则 4B 二 uNON 一 a5NN 一 abN ,所 以 AB 是 一 个 陪 集 。 

定理 3 按照 陪 集 的 乘法 ,六 的 所 有 陪 集 作战 -个 群 避 。 食 

G0 uN 

则 = 是 CG 到 己 上 的 一 个 加 次 映射 ,其 核 为 W。 此 回 态 称 为 自然 同 坟 。 

证 明 :出 引 理 ,c 中 苹 法 封闭 ,所 以 是 乘法 系统 。 上 映射 使 c(c)c(o)= 一 oaVOV=apV=c 
《ab , 故 5 是 各 条 己 上 的 -个 同 态 映射 。 按 定理 1,G 是 一 个 妊 , 避 的 过 显然 就 是 N 本 身 (作为 
忆 中 的 一 个 元 素 》。 于 以 5 的 核 应 食 G 中 在 之 下 变 成 口中 喜 Y 的 那些 元 素 : 核 一 :5 
全 ) 一 NEC 一 人 | 8N=NI=ig | KJENI=N, 所 以 .N 是 9 的 核 ， 

定义 车厂 为 群 ,N 是 其 正规 子 群 . 则 NN 的 所 有 陪 集 攻 成 的 群 , 称 为 如 对 于 和 的 商 群 . 记 
为 GAN。 

定理 4 设 c 是 全 到 位 目 的 一 个 同 态 澳 射 , 若 o 的 核 为 N, 则 

COG/N 
证 明 : 由 定理 2 知 .CG' 元素 典 G/B 的 元 素 一 一 对 应 .在 此 对 应 下 ,对 任意 gEC.0(8)==g 
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时 有 g'g 召 , 任 取 a' 5 EG' aaN ,oDN ,a 二 9(a) 1 户 二 g(0) ,而 o 是 同 态 陕 射 , 所 以 a 
一 ge)etb) 一 ata5) 因此 al 人 tr 对 应 的 是 coN ,这 表明 ay oraNbN ,所 以 G' 和 C/N 同 构 。 

定理 3 和 定理 4 说 明 ,G 的 任意 如 影 各 忆 的 一 个 商 群 同 构 .而且 G 的 任意 一 商 群 也 就 是 
一 个 缩影 。 因 此 ,抽象 地 看 来 , 商 群 就 是 缩影 , 绒 影 就 是 商 群 。 说 是 商 群 ,我 们 指 的 是 以 陪 集 为 
元 素 作成 的 群 。 说 是 缩影 ,我 们 可 以 设想 把 除 集 aN 中 的 所 有 元 素 加 以 ”等 置 "而 得 一 个 元 素 
x+ 缩影 就 是 这 些 元 素 a' 作 成 的 群 。 

例如 ,Sin 次 对 称 群 ,C:={1 ,一 1)} ,按照 乘法 ,是 二 元 循环 群 , 规 定 映射 sgna: o-*sgne 

则 由 sgnor 二 sgno. sgnr, 知 sgn 是 同 态 映 射 , 同 态 象 (';, 其 核 为 n 次 交代 群 4., 显 然 4. 是 
5, 的 正规 子 群 ,5.~S;/4. 是 自然 同 态 , 同 态 象 C, 宇 $,/4., 所 以 说 5./4, 是 二 元 循环 群 ， 

又 如 , 设 7 了 为 所 有 整数 的 加 群 ,zz 为 sw 的 所 有 倍数 作成 的 子 群 ,于 是 xx 的 陪 集 就 是 模 关 
的 剩余 类 。 由 定理 3, 这 些 剩 余 类 按照 加 法 作成 一 个 群 就 是 了 对 于 ml 的 商 群 1/mI。 这 个 商 群 
Iiml 有 加 个 元 素 

mlsl + ml Cm — 1) + ml, 

1 十 mf 显然 是 一 个 生成 元 素 , 所 以 这 个 商 群 是 一 个 mw 元 (加 法 } 循 环 群 。 

下 医 着 峙 态 映射 下 子 群 的 变化 。 设 局 是 群 , 同 态 歇 射 6,G~G',N 是 同 态 核 。 

(1) 器 是 G 的 于 群 , 则 态 '==ot) 是 GG 的 子 群 。 

(2) 设 H' 是 G' 揭 子 群 , 则 on1(H')= 吾 为 G 的 子 群 ， 

证 明 : 召 =o-1(8H') 显 然 非 空 。 

对 任意 2,56E 晶 , 必 有 gta) ,altb)€ HH', 因 厄 ' 是 子玉 , 所 以 ola)o(lB)-!==olob-!1}EH', 所 
以 abr5E 五 , 故 刀 是 @ 的 子 群 。 

《3) 先 给 出 5 的 子 群 右 , 作 o( 吾 )=H' ,然后 看 o4(), 它 是 五 吗 ? 

不 一 定 , 应 是 e (万 ) 一 再 N， 

证 明 ; 因 oHN)=g(H)o(N)=e(H), 所 以 HNEo"'(o(H))。 

任 取 aE€o71i(a( 玉 )), 必 有 ala) 二 Eol 日 ), 因 为 ol 碳 ) 是 英 的 象 集 , 必 有 hE 使 c(h) 
二 由 二 oa), 妥 o(hia) 寺 olh)-talq)=1 ,所 以 hh laEN, 即 aEhN, 有 2aEHN, 故 os!(o 
( 妨 ))CHN ,所 以 原 式 成 立 。 

《4) 若 NERH, 则 si1(o(H))=H。 

证 : 因 NN 中 有 1, 故 H=H{IJCHNCHH=H 

所 以 ,五 N= 号 ,由 (3》, 结 论 成 立 。 

(5) 先 给 G 子 群 号 ,er1(B') 一 百 再 看 如 的 象 集 ae( 王 )=z(or1( 五 ')) 玄 是 吾 ' 吗 ? 答 :是 
的 。 

证 : 因 oo "CH') 表 示 HH' 在 G 中 全 体 原 象 集 ,散在 o 下 泊 看 象 集 必 是 如 。 

(6) 若 召 是 如 正 规 子 群 , 则 五 "一 z{( 五 ) 是 如 正规 子 群 。 

证 :对 任 g'E0' 往 证 Hg EH' 

困 为 必 有 gEG 全 otg)=g 

而 g'H'g og)o (Hotg)"!=otgHe =o H)=H' 

所 以 .FH' 正 规 子 群 。 

(7) 车 右 ' 是 G' 的 止 规 子 崔 , 则 万 =aM1(BH') 是 局 的 正规 子 群 。 

证 :对 任 gEG 要 证 gg-IGE 

NetgHy d=o(g)o (Hotg) =e Hg =H' 
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所 .gHg!Eo (一 百 

由 《117) .可 得 如 下 定理 : 

定理 5 着 6 一 G' 核 N: 则 上 与 NN 之 间 的 子 群 和 GG (与 :是 间 ) 的 了 群 - 对应. 大群 对 
访 大 群 .小 群 对 应 小 群 . 正 扫 耶 群 对 应 正规 子 群 。 


， 习 题 


设 z 是 如 到 总 的 同 态 映射 ,其 核 为 尺 。 若 妃 是 人 的 子 群 ,求证 <( 号 ) 是 G 的 子 群 。 若 

订 是 CG 的 子 群 ;求证 oJ!1( 坟 是 6 的 子 群 ,求证 o71(o( 晶 =HN,olo-1(H'))=H'。 因此 ， 
荐 和 NSCSH, 则 oT1(ol 玉 ))= 吾 。 由 此 说 明 G' 的 子 群 和 包含 N 的 避 的 子 群 一 一 对 应 。 

2, 设 c 是 G 到 G' 上 的 同 态 映射 .r 是 到 5G 上 的 同 态 映 射 。 说 明 ro 是 G 到 G" 上 的 同 态 
映射 ,并 说 明 ro 的 核 为 cc 一 号, 其 中 二 是 G 的 意 。 

3. 设 z 是 6G 到 G' 上 的 同 态 陕 射 . 片 是 包含 o 的 护 N 的 G 的 正规 子 群 ,如 = 一 c( 鼠 )， 求证 

"是 GG' 的 正规 子 祥 并 证 明 "“ 第 一 阅 构 定理 ":G/H 室 G6"/H'。 
4. 设 号 和 ee 由 第 一 同 构 定理 推出 


~ G/N 
下 = H/N 
§. 0 A 瑟 是 G 的 任意 子 群 ,求证 “第 二 同 构 定 理 ” 
HN HH 
J 三 五 nN NN 


提示 :用 = 代表 G 到 G/N 的 区 态 映 射 ,o 引起 吾 到 及 N/A/N 的 一 个 同 态 映 射 , 求 其 核 。 
6， 用 习题 5 证 明了 四 次 对 称 群 对 Kiein 四 元 群 的 窗 群 和 三 次 对 称 群 同 构 。 


定义 设 民 是 一 个 非 空 祭 合 ,其 上 有 两 种 代数 运算 (不 妨 电 加 、 乘 .其 中 加 用 "+ ”. 乘 省 
略 ;。 尺 叫做 一 个 环 , 如 果 
(1) at+b=p+a. 
(2) a (B+e) = (att) te. 
(3) RR 中 有 一 个 元 数 0, 授 合 a 十 0 一 a， 
(4) 对 于 尺 中 任意 &, 有 一 4 ,适合 4 十 (一 4) 一 0， 
(5) albe) = (ab)e, 
(86) auth—e)=adtac (tah) uctpr, 
(0 到 (4 说 则 只 对 于 加 法 均 成 一 个 Abel 群 ,(5) 表 示 乘 法 适合 靶 合 律 .6) 表 示 乘 法 对 于 
吉 法 有 分 醒 律 ;由 于 滋 法 不 见得 训 全 交换 律 ,所 以 分 配 律 有 鹉 个 。 
讽 如 .外 体 整数 普 道 加、 来 ; 
实 阁 工 上 中方 入 .接生 阵 贡 、. 乘 . 生 法 无 交换 省 ， 
:012.3} 按 模 4 加 - 嵌 4 蝶 ,万 为 + 元 有 控 环 ; 
只 取 “元素 0 组 成 的 集合 . 按 普 通 如 乘 成 为 一 个 平凡 环 ， 
关于 环 的 简单 性 质 ， 
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1. 2 十 十 向) 二 ay 十 二 wb, 
(十 十 a) 二 ad 二 十 danb 
a 一 > aa 
Li jl Ef 
所 点 , 当 六 为 正 整数 时 ,aaE 环 尺 ， 
aptt) 一 (az)6 一 总 (ab)， 并 且 规 定 0a 一 0， 其 中 第 一 个 0 是 整数 ,第 二 个 0 是 环 中 单位 


因 为 丧 法 有 结合 律 ,所 以 da 有 意义 ; 则 a" 有 意义 ,容易 说 明 at" 一 上 00， (a™)"= 


2. a0 一 0 说 明 环 中 任 一 元 素 与 环 中 加 单位 元 做 乘法 ,结果 是 加 单位 元 。 
证 :今后 按 习 惯 a 十 (一 5) 记 为 a--& 
现在 ac =atfc 十 0) 一 afc 十 5 一 从 
一 Ga[Ltc 一 站 十 问 一 a(c 一 轴 一 cz 

”两边 加 (一 a) 得 ,ac 一 ab=ale 一 了 ) 
令 b 二 c=0 得 a(0 一 0)= 二 a0 一 a0 二 0 
问 理 可 证 0a=0 
3. (—ab=a(—D)=—ab,(—a}(—0)=ab 
证 ;: (一 4) 十 ab==( 一 a 十 4a)6 二 08 二 0 
这 说 明 吧 与 { 一 e 闻 互 为 负 元 , 即 ( 一 ca)5 一 一 et 
同 理 知 a( 一 人 二 一 ab 
而 (一 a) [一 他 一 一 [Fe( 一 四 )] 一 一 [一 ao 一 cb 
所 以 对 任意 整数 闪 有 
af2Nt) 一 (GZ 一 六 (cb 
按照 RR 的 乘法 和 性质 ,我 们 区 分 下 列 各 种 环 : 


(一 ) 交换 环 
如 果 才 法 适合 交换 律 ， 
al = ba 
则 民 说 是 一 个 交换 坏 。 在 交换 环 中 ,有 第 三 指数 律 : 
(aby’ = ul 


而 且 用 数学 归纳 法 可 证 二 项 式 定理 
(Cad) = na 二 
(二 ) 有 1 环 
如 朵 RR 不 只 有 一 个 元 素 而 且 清 法 有 单位 元 ( 记 为 1) 适 合 
41 一 1 一 性 

则 我 们 说 只 是 有 1 环 。 

例如 ,偶数 环 是 无 1 环 ,整数 环 是 有 1 环 。 

有 1 环 小 1 是 只 :确定 的 . 因 若 又 有 上, 则 1 一 1 一 1: 设 丸 有 1. 则 1 关 0. 即 乘法 单位 1 
与 加 法 单位 0 不同 , 因 至 少 有 二 元 ,可 取 不 为 0 的 ca 天 0. 若 1=0 则 as=21 一 40 一 0 让 盾 。 

六 如 ,任意 无 喜 环 订 答 入 有 可 环 中 . 妈 无 章 环 R 可 扩充 为 有 总 环 & (嵌入 .扩充 意 为 便民 
成 为 R* 的 子 环 , 子 环 即 对 环 中 加 乘 仍 为 环 的 一 个 子 集 )。 
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证 明 ; 现 设 环 尺 是 无 党 环 ,7 为 整数 环 。 

做 如 下 形 起 元 素 a 十 m ,其 中 aER,mEI 

《这 里 十 应 理解 为 连 系 :a 与 1 rm 的 形式 记 导 ,也 可 记 为 (a ,mm) 不 用 “二 ”号 ) 

规定 加 法 .乘法 为 Ce 十 za) 十 他 十 2 一 (e 十 她 十 ( 闪 十 2 《a 十 各 ) 信 十 Rn) 二 taB 十 na 十 友 ) 十 
3 于 

可 以 验证 所 有 这 些 元 素 做 成 环 R+。 

因为 (5 十 zm) (0 十 1 二 (0 十 la 一 ?20) 一 mm 二 4 十 欧 

(0 tatm) eer 

所以 其 索 是 0 十 1。 而 且 &R+ 了 之 {a 十 0 有 ER 一 R 二 0 

显然 十 0**a, 蚌 丸 十 0 与 的 同 构 陕 射 ,可 说 RR 十 0 就 是 尺 , 即 Rt 包含 R。 

注意 ,对 于 乘法 群 ,其 登 全 与 子 群 的 富 一 到 ;但 对 于 环 , 其 宫 却 末 必 与 子 环 的 僻 一 致 。 

例如 ,任意 域 F 上 的 上 所 有 2z(>>1) 阶 方 阵 作 成 的 环 , 有 可 


1 0 pr] [0 
Pe 1 0 
0 0 1| 
所 有 如 下 形状 的 = 阶 矩 阵 
他 
| 
a 
0 0 | 
作成 一 个 千 环 ,有 这 
1 0 mY 0 1 0 . 0 
;| 0 … 01 a 0 
。 | 壮士 三 |. 


位 无 办 四 子 环 (消去 环 》 
等 峙 子 : 环 呈 中 车 4 隆隆 0, 但 ab 二 0, 则 说 a di 4 是 右 零 因子 ,& 说 是 有 零 因 
子 坏 ， | 则 8 说 是 无 零 因 子 环 。 


例如 : 设 R 一 {| | 14. “是 实数 ，, 易 十 对 短 阵 加 习 R 为 环 。 
0 0 0 01 
加/ ol 由 
所 以 | 。 ,| 是 堪 罕 因子 ，” ;是 右 夫子。 
得 | 。 ,1 不 一 定 是 右 零 因 了 ,因为 ,如 果 < 地 0 
1 Ol :au 0 
1。 oj 7 os ol 
放 存 在 环 及 ,其 中 某 元 素 为 堪 零 因子 ,但 不 为 右 零 因子 。 
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又 如 :ZX2 方 阵 为 零 因 子 二 奇异 

证 :( 一 ) 设 4 为 堪 考 因 于 , 克 让 :4;:=0 

若 不 然 4i 关 0 和 为 堪 堆 因子 . 必 存 如 天 0 使 48 一 0 
因 141| 关 0 则 存在 4 用 .4-: 左 葬 巨 一 0, 予 盾 。 

4 为 右 零 因子 同 理 可 证 . 

( 守 ) 如 果 | 有 4|=0,#4 关 0, 则 有 4 可 做 左 零 国 子 如 下 : 


| 
人 风 人 
31 万 | 
有 目 零 解 的 充分 必要 条 件 为 | ， ， ;0 
扩 以 A 可 做 左 零 央 子 . 同 理 可 证 4 可 做 石 学 因子 。 这 表明 ,奇异 矩阵 即 可 是 左 因子 ,又 可 是 二 
零 因子 . 
(四 ) 整 区 


有 但 无 零 因 子 的 交换 环 叫 做 整 区 。 

例如 ;所 有 整数 .所 有 有 理 数 , 记 有 实数 ,所 有 复数 作成 的 环 是 整 区 。 

(五 ) 体 

如 果 去 掉 0, 丸 的 其 余 元 索 作 成 一 个 乘法 群 , 则 称 尽 为 体 。 体 有 党 而 且 无 零 因子 ,其 中 任意 
非 败 元素 有 道 。 域 就 是 父 换 体 ,在 域 中 ,6 可 以 写成 ab。 

例如 . 取 三 个 符号 志 了 天 . 以 实数 eeyd 为 系数 调 作 如 下 形式 的 线性 组 合 ， 

a 二 tcei+ak 

这 种 形式 的 线性 组 合 叫 做 一 个 四 元 数 ,看 上 所 有 四 元 数 的 集合 。 

规定 两 个 四 元 数 相 如 只 要 把 它们 相应 的 系数 相 加 天 寺 之 回 的 乘法 如 下 ; 


| i i 
ee a ee 2 
i i 一 —! i 
天 了 -i 一 】 


| 

两 个 四 元 数 相 履 只 要 按 组 合 律 展 开 表 用 上 列 缚 法 类 化 去 i.j ,的 乘积 而 且 并 项 ,可 证 所 
有 四 泡 数 作成 一 个 玉 , 此 环 其 个体, 但 却 林 清 足 交换 律 ,所 以 不 是 域 。 

定义 ” 坏 尺 的 子 集 S, 如 果 按 六 中 的 加 、 滋 做 成 一 个 环 , 网 称 3 为 中 的 子 环 。 体 玉 的 一 个 
子 和 三 .其 仍 为 体 . 则 电子 体 :车 叉 为 域 . 则 叫 子 域 。 团 样 , 对 于 域 天 ,也 可 以 有 下 的 子 环 . 子 域 等 。 

定理 3 丈 尺 的 子 集 S 作成 子 环 .必要 而 生 愉 要 . 

(1) S 非 空 

(2) 车 aeESnES. 刚 a 一 六 ES; 

(3) 车 cESDES, 出 abES, 


1. 车 对 所 有 ER,ea=Q: 则 eM 敌 怀 的 一 个 左 壹 ;车 对 所 有 aERwe' 二. 则 ee' 则 尺 的 一 


个 右 党 。 求 证 若 民 有 左 吉 也 有 右 吉 . 则 所 有 上 左 党 右 意 郝 相 等 .四 附 及 中 有 一 个 惟一 殴 定 的 过 . 
2. 设 只 有 索 。 若 如 =1. 则 “< 叫 2 的 左 逆 .时 o 的 右 道 。 求证 若 4 有 诺 族 又 有 右 道 . 则 吓 
有 左 闭 右 道 都 相等 .因而 " 有 -- 个 唯 -- 确 定 的 道 。 
3. 求证 任意 元 等 因子 的 有 限 环 必 是 一 个 体 , 人 很 定 环 中 术 只 有 一 个 元 素 。 
4. 在 域 中 ,证 明 车 5 隆 0.4 关 0, 则 a/6=c/d 必要 而 月 只 要 nd 二 be ,而 县 
(aib) + (etd) = (tad = he) pd ait) letd) = fac thd}. (taib)™! = bia 
对 于 最 后 一 式 自然 假定 天 0。 
5. 设 呈 是 一 个 环 ,P 是 尺 的 于 集 。 说 明 卫 是 RR 的 子 环 必要 而 且 只 要 
(1) a€E piEp.NWNa-beEp 
(2) aEp IEW asEP 
(3) 尸 非 空 。 


86 环 同 态 


定义 ” 设 尺 是 -个 环 ,RR 的 -- 个 于 代入 说 是 尺 的 一 个 理想 子 环 ,简称 理想 ,如 果 ， 

CDN 非 空 ; 

2) 苦 eENoEN: 则 ao 一 5EYi 

(3) 若 eEYzER 则 ozENreeN。 

易 见 , 址 想 为 子 环 .了 环 未 必 是 理想 ， 

例如 .I[x | 表示 所 有 获 系 数 多 项 式 环 ,i 基 整 数 环 ,所 有 整数 可 知 作 一 次 项 以 上 系数 全 f 
的 多 项 式 ,可 仿 了 是 小 z] 了 环 ,但 不 是 理想 . 因 若 取 2ET.xEI[zj.2x 全 1 , 阁 取 NN 为 党 歼 项 为 
鹤 的 所 有 多 项 式 , 则 任 取 fgEN.f- gEN, fgEN, 任 取 yEI[xj,fpEN. 所 以 ,N 为 理想 

义 如 , 今 民 为 偶数 环 ,内 二 16K 天 屁 整 数 ; 

则 对 任 s6E Ne 一 6 天 .0 一 6 一 6 一 5( 天 一 天 EN 

任 取 ae NER, 则 ax==6KK.2K, 一 6(2KK 十 KK.) EN 所以,N 是 理 杯 。 

再 如 ,N= 二 10} 和 N= 是 两 个 平凡 理想 ， 

命题 ” 设 是 尺 有 查 交 换 环 ,aER. 则 aR 是 只 的 理想 (aR 代表 4 与 尺 中 的 所 有 元 素 按 环 
乘法 相 乘 所 得 的 集合 )， 

证 :a 非 空 屁 然 .对 weR 中 和 任意 二 元 , 设 为 ary ars: 则 

Un 一 6 = ar re) EE oR 

又 因 对 ak 中 任意 一 下 索 or 以 及 民 中 作 意 … 无 束 二 有 (or 二 ureEeaR ,所 以 vcR 为 理想 。 

定义 设 玉 是 环 .S 为 屋子 下,R 中 含 5 的 最 小 理想 . 称 RR 中 3 生成 的 理想 。 由 -- 个 元 素 
4 生成 的 理想 叫 主 理想 , 记 为 (2 )。 

显然 .在 有 喜 交 换 环 中 心 凡 一 《ez)。 

例如 ,再 数 4 的 所 月 倍数 we 作成 了 的 -个 理想 , 记 为 af 或 Ca). 叫 艇 由 a 生成 的 理想 

又 如 .在 偶数 环 只 中 .偶数 ， 的 所 有 人 展 数 倍 2na 作成 尺 的 一 个 理想 , 记 为 x 及 :而 偶数 4 的 
所 有 整数 倍 ae 作成 一 个 主 型 想 , 记 为 (a), 它 蔬 由 生成 的 主 理 想 ,。 从 而 可 以 看 出 zk 与 (uu) 并 
不 相同 ,~- 般 地 .aREta)。 

命题 若 尺 足 有 宣 交 换 环 , 则 R= Ci)， 

证 时 ;aR 指 & 的 及 有 * 信 元 来 ”而 ta) 当然 歼 有 a 的 所 有 售 朱 索 , 所 以 REG)。 
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另 一 方面 ,RR 中 到 党 ,上 故 aR 中 有 a 已 经 证 明 aR 是 捍 想 ,所 以 .ufR 是 含 a 的 理想 ,而 人) 是 
含 a 的 最 小 理想 ,所 以 ,ta) 刁 aRR。 证 毕 。 

定 闵 ” 设 民 是 一 个 环 ,N 是 一 个 理想 ,对 于 a,bER. 旭 果 42=4 十 4.nEN , 则 我 们 说 a 和 
模 N 合同 , 记 为 4 圭 b(mod N)。 

这 不 过 是 加 法 群 RR 中 模 加 法 子 群 N 的 合同 关系 。 所 以 可 将 尽 分 为 入 的 陪 集 ,NN 的 一 个 
陪 集 叫 N 的 一 个 剩余 类 , 若 s 是 只 的 任意 元 素 , 则 包含 < 的 剩余 类 可 以 写成 a 十 N 的 形式 。a 
和 性 在 同一 莉 余 类 , 兴 且 仅 当 a 和 6 模 N 合同 

如 果 RR 是 有 过 的 交换 环 , 而 N 是 证 理想 ,N=(c), 则 a 和 5 模 和 N 合同 也 可 以 说 是 模 c 合 
同 , 记 为 

例 好 , 设 R 为 整数 环 I.N= Gn)=zx7, 则 nd ND) ,到 a 一 bEmI 或 mila 一 上 或 a 三 5 
(mod 着) 。 

和 在 整数 合同 中 讨论 的 一 样 ,我 们 有 : 

定理 1 在 环 只 中 ,对 于 模 和 ,有 

{1) 反 身 性 :4 三 a; 

(2) 对 称 性 ; 若 as 则 5 二 a; 

(3) 传递 性 : 若 a 三 6,48==r, 则 < 下; 

{4) en 车 4a 三 b,c 二 4d， 则 六 ed 


ee 亢 风 下 0 
因为 <& 一 加 十 六 一 如 aa 区 EN 于 是 ,ac 三 5 十 ba: 十 和 如 十 ztz， 
因为 N 是 理想 ,所 以 PagedspatpaEN 印 ns 十 dnsEN ,所 以 ,or 王姬。 证 毕 。 

从 证 明 中 可 以 看 出 若 六 只 是 一 般 子 环 ,而 不 是 理想 则 不 行 。 

定义 ” 设 尺 基 一 个 环 ,S 是 有 如 法 和 羔 法 两 种 代数 运算 的 系统 ,RR 到 5 中 的 一 个 映射 说 
是 环 RR 到 $ 中 的 一 个 同 态 映射 .如 果 gata 十 站 二 glu) 十 olB) ,olup) 二 glu)olB)。 车 oz 是 环 尺 到 
系统 R' 上 的 一 个 一 对 一 的 同 态 映射 , 则 称 oc 是 怀 与 R' 上 的 一 个 同 构 映射 或 同 榴 对 应 。 若 尺 到 
R' 上 有 一 个 同 攀 映 射 , 则 称 尺 与 R' 同 构 , 记 为 R 实 R'; 阁 RR 到 Ri 上 有 一 个 间 态 腕 射 , 则 称 尺 与 
RR' 同 二, 记 为 R~R'。 

类 似 群 中 的 证 明 ,我 们 有 以 下 定理: 

定理 2 设 尺 是 一 个 环 ,S 是 一 个 有 加 法 和 滋 法 的 运算 系统 , 若 o 蚌 到 S 中 的 一 个 同 态 
也 射 , 则 RR 的 映 象 R' = 二 sz(RR) 也 起 一 个 环 ,。 a (0) 就 是 RR 的 零 0',o(f 一 a) 二 一 sla)。 若 民有 过 而 
R' 不 只 有 一 个 元 素 , 败 尺 有 壹 而且 ot1) 就 是 R' 的 查 1'; 闭 aER 有 道 . 则 otw) 在 R' 中 有 道 而 
且 zf(a-) 就 十 cke) 一。 

定义 ” 设 o 基 上 只 到 RY 上 的 同 态 映射 ,R' 的 零 上 的 道上 映 象 a 100') 则 a 的 核 。 

定理 3 同 态 映射 o 的 核 N 巷 尺 的 一 个 理想 , 设 2' 是 R' 的 任意 元 素 , 则 4 的 逆 映 象 7! 
ta') 二 {aERlcla)==a'} 是 NN 的 一 个 璋 余 类 ，。 

证 阴 : 轩 为 go 是 评 的 如 法 群 到 及 ' 的 加 法 群 上 面 的 一 个 问 态 映射 .我 们 有 核 NN 二 o-!1t0' 是 
马 的 子 群 贞 任 的 原 旬 集 o-!'(u 是 模 六 的 一 个 剩余 类 。 下 而 证 N 为 理想 .只 需 证 若 vENz 
ER. 则 gzEN,raEN 即 可 。 捉 实 上 .sr 二 a(ajo(7)= 二 015(x) 二 0 。 所 以 .ax EN. 隔 理 za 
EN, 让 毕 。 
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同样 ,我 们 要 问 : 对 于 只 的 任意 理想 入 .是 否 有 -个 环 R' 而 且 有 R 到 RR' 的 一 个 同 态 映射 6 
使 N 怡 为 的 核 吧 ?9 园 答 也 是 肯定 。 

由 群 中 已 证 结果 知 , 模 NN 的 所 有 剩余 类 按照 剩余 类 的 加 法 作成 一 个 如 法 群 , 即 商 群 R/ 
NN, 规 定 gta) 二 a 二 入 ,有 即 6;a->a 二 NN, 这 样 规定 的 5 便 是 群 闵 到 群 R/N 上 的 一 个 同 态 映射 ， 
其 核 为 N, 为 [使 R/N 成 环 , 需 要 在 剩余 类 间 合 理 定义 乘法 .( 怎 样 定义 呢 ? 若 沿用 培 集 乘 法 ， 
规定 两 剩余 类 4 与 8 之 积 4B 就 巧 4 中 元 与 B 中 元 按 环 中 乘法 所 得 的 所 有 积 作 成 的 集合 不 
行 ,见习 题 5) 我 们 规定 乘法 如 下 : 设 A4=4 十 N,B=b 十 N 是 两 个 剩余 类 , 则 积 C=A4B 规定 为 
ab 十 N, 即 (a 十 N) (4 十 N) 二 ab 十 N。 下 面 说 明 规 定 的 合理 性 ; 

因为 车 在 a 十 N 中 另 取 ,5 一 和 N 中 男 取 思 , 这 时 4 三 4116 硅 b 则 ab==aibi ,这 说 明 含 ab 与 
含 ai 的 剩余 类 是 相同 的 ,可 见 弱 积 由 4,8 确定 与 所 选 代表 元 无 关 ,。 现 由 o 的 定义 知 :s(a} 二 
a NN,o(b)=6 十 Nolap)=ab 二 N=(0 十 NCB 十 N) = 二 ela)e(8) ,所 以 ,e 是 环 R 到 R/N 上 的 
一 个 间 态 映射 , 即 R/N 是 环 。 所 以 有 如 下 定理 : 

定理 4 按照 剩余 类 的 加 法 和 乘法 ,R 对 于 理想 N 的 所 有 剩余 类 的 集 台 只 /N 是 一 个 环 ， 
规定 cla)==a 二 入, 则 s 是 尺 到 R/N 上 的 一 个 同 态 映射 ,其 核 为 N。R/N 叫做 只 对 于 六 的 番 
余 环 。 

定理 5 若 o 是 环 尺 到 R' jj 的 一 个 同 态 映 射 ,其 核 为 N, 则 R' 与 RIN 同 构 :R' 守 RI/N， 

证 明 : 设 “是 及 的 任意 元 素 , 则 ea) 是 六 的 一 个 剩余 类 有 A。 规定 o:a'm A 是 R' 到 RAIN 
的 -- 对应。 设 

ra) 一 oli(e =a+ NA ) =o)})=6+N=B 
因 cla 二 站 = 十 扩 ,vtub) 二 a'y,— 
ola +o}~a+ -N=A+i+8B 
oilab) ab+- N=AB. 
于 是 rta' 十 6) 一 oa 二 +bp 二 4A- B=r(a')+r(tb') 
riab)=o (ut) AB=rta' )r(b’) 

故 r 是 R' 到 R/N 上 的 一 个 同 构 陕 射 。 证 毕 。 

例如 ,整数 环 J 了 .mE1T,m1 一 (m) 是 主 理想 ,剩余 环 17m 7 是 模 灾 所 有 剩余 类 ,每 个 剩余 类 
也 可 等 路 为 一 代表 元 。 若 mx=4, 剩 余 类 是 

人 一 二 站 和 
{ 一 5 
{ee 2 2 0) 


人 


1/47 由 上 面 四 个 剩余 类 组 成 。 现 在 等 置 为 0,] ,2,3，, 剩 余 环 是 :0,.1,2,35} .其 中 加 习 运 算 
模 4 进行 。 

至 此 ,我 们 把 数论 中 的 合同 袜 念 推广 到 任意 环 上 。 而 及 还 引进 了 剩余 环 的 概念 。 完全 和 群 
论 中 的 事实 相对 应 ,现在 我 们 有 ， 

定理 6 设 环 丸 同 次 于 及 ， 

R~R! 

于 是 尺 与 NN 之 间 的 子 环 与 的 子 环 一 一 对 应 ,大 环 村 应 大 环 ,小 环 对 应 小 环 .理想 对 应 理想 。 

特别 . 郑 RR 与 10} 间 无 理想 , 则 上 R 与 N 间 也 无 理想 。 

定义 个 环 尺 则 单纯 环 ,如 果 呈 除 自己 和 人 0} 外 没有 划 的 理想 ,例如 {0,1.3;; 环 尺 的 一 
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个 香 息 N 说 是 一 个 极 大 理想 ,如 果 CR 而 六 与 共 之 问 没 有 有 刚 的 理 杠 ， 
例如 ,整数 环 中 57 一 人 6 一 3.0,3.6.…? 是 极 大 理想 。 
整数 环 中 6F 一 1 一 6,0.6.…… 不 是 极 大 理想 。 

设 了 整数 环 , 癌 人 六 ra 一 (加 )》, 则 是 极 大 理想 二 是 质数 。 

证 明 ; (一 ) 若 不 然 台 一 zt: 旦 1< wa ,hs 之 m。 看 mw 生成 的 主 理想 (on ?一 站 7 中 任 一 
元 可 记 为 aeETsma 一 次 Bat 一 ifs 和 iT 所 以 afGT 又 因 轴 入 m 所 以 mI 性 
7 了, 耶 盾 于 mI 是 极 太 理想 。 

(<) 若 加 是 质数 ,Try 一 10.1.…, 关 一 扑 其 如 群 元 数 是 质数 ,所 以 除 19) 和 FA 外 无 真 
子 群 . 故 死 真 子 环 。 当 然 无 理想 ,又 因 了 7Api .而 1/rm1l 与 10} 间 无 理想 .所 以 了 与 mI 闻 无 理 
想 , 即 mT 为 极 大 理想 。 

定理 7 车 NCE. 则 N 是 上 的 极 大 理想 必要 而 且 失 要 R/N 是 单纯 环 。 

证 明 ; 因 为 R~R/N， 

所 以 NN 是 极 大 理想 后 尺 与 N 间 无 理想 
与 R/N 无 真理 想 
RAN 是 单纯 环 

定理 8 任意 有 过 的 交换 的 单纯 环 只 是 一 个 域 。 

证 明 : 只 需 证 尺 中 任意 非 零 元 有 道 。 

设 a 关 0,4ER, 看 2R 一 (a) , 国 为 4 光 0, 又 aEuR'1 放 aR 天 10; ,但 为 单纯 环 . 故 aR=R。 
又 因 上 尺 有 查 , 故 必 有 RR 中 之 元 素 适 合 up 二 1. 即 a 在 只 中 有 首 训 。 证 毕 。 

定理 9 任意 域 王 是 有 党 的 交 挽 的 单纯 环 . 

证 明 :只 需 证 下 是 单纯 环 即 可 。 

设 N 居 的 侍 意 理想 ,日 和 N 关 :0), 则 任 取 aENN ,a70, 因 玉 中 有 a-i. 所 以 ua :一 1€EN、 
任 取 xEF, 因 NN 为 理想 ,所 以 ==1EN, 所 以 FGN, 但 因 NESSF 表 N==F, 折 以 下 为 单纯 
环 。 

定理 10 设 怀 是 有 坦 的 交换 环 ,N 是 的 理 杞 ,于 是 R/N 是 一 个 城 ,必要 而 且 只 要 N 是 
一 个 极 大 理想 。 

证 明 :R/ 是 一 个 域 R/AN 是 一 个 有 查 的 父 换 的 单纯 环 
二 NN 足 尺 的 极 大 理想 。 


习 是 


1， 设 大 是 一 个 体 而 天 回 态 十 尺 ,求证 请 或 只 有 :个 渤 索 8 或 和 瓜 同 构 。 

2， 别 从 11/127 的 所 有 理想 。 

3. 设 玉 她 一 个 域 .求证 多 项 式 环 REx。 wj 中 所 有 常数 项 为 0 的 多 项 式 作 成 … 个 埋 柜 , 代 
不 是 主 旦 想 。 

4. 说 明 在 剩余 环 TV/md 中 ,和 各 屯 质 的 记 有 夭 余 类 作成 :个 乘法 样 .这 样 看 米 . 详 沦 中 什 
么 定理 是 Fermat 一 -Euler 定理 的 推广 ? 

5. 设 44.8 嘴 埋 想必 在 环 玉 中 的 两 个 剩余 类, 命 开 为 折 有 的 集合 .4E 34.4€ 5. 四 
然 PE4。 举 例 说 明 己 大 见 很 等 于 48。 

6， 设 a 是 尺 到 Ri 上 痢 约 同 态 映 射 ,NW 居民 的 理想, 求证 & IO) 是 民 的 理 刀 . 
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第 七 章 ”多项式 ”有 限 域 


8$] 域 的 特征 ” 素 域 


定义 ” 若 有 合 交 换 无 零 因 了 环 RR 的 任意 理想 如 是 永 理 根 , 则 称 尺 为 主 理 想 环 。 
例如 .整数 环 了 是 十 理想 环 。 
《 主 捏 想 是 理想 ,但 理想 未 必 是 证 埋 想 , 如 ,所 有 两 个 文字 的 多 项 式 , 按 多 项 式 如 乘 是 环 ,所 
有 常数 项 为 0 的 多 项 式 组 成 的 集合 是 理想 ,但 不 是 主 理想 ,所 有 各 项 中 均 有 文字 x 的 多 项 式 组 
成 的 集合 是 主 理 想 xzf[z,y])。 
证 明 : 须 证 工 的 任意 理想 N 是 主 理想 , 若 NN 一 {0}; 显 然 成 立 。 
现 设 N 中 不 只 有 一 个 元 素 , 则 在 入 中 必 有 一 个 饮 对 值 最 小 的 非 零 元 索 , 设 为 w, 显 然 “ 生 
成 的 理想 (4) = < 三 N。 
另 : -方面 , 任 取 2ERN, 熙 2 一 o 一 r,0 妥 rr 所 | ,因为 BadEEN 所 以 r 一 5 一 aeEN ,但 ax 绝 
对 值 最 小 ,只 能 =0, 这 样 5=ag&Eal; 所 以 NESal, 于 是 N=al 是 主 理 想 , 证 站 。 
设 有 整数 环 工 ,任意 域 卫 ,用 < 代表 下 的 这 。 对 于 任意 整数 w,n 我 们 有 
Cm + A)e 之 Me 十 He， 
CH)Je = Ce) (ne), 
因此 ,车 规定 ow)=ne., 则 a 是 了 到 内 问 态 映 射 。 考查 o:1~- 下 . 设 N 是 其 核 , 国 为 N 是 1 的 
一 个 型 想 , 义 已 知 整 数 环 7 是 主 理想 环 .所 以 接 NN 是 主 理 椒 . 设 这 理想 由 整数 p 生 碱 .于 是 入 
二 {p) 二 p17, 数 p 只 与 域 站 有 关 . 称 为 域 下 的 持 任 。 
车 Zp 二 0, 则 6 一 人 和 了 一 小 。 
证 :(=>) 若 疡 =0, 则 核 闵 一 (0、， 
若 ne 二 04 则 | atx) 二 0， 
BH nanEN.,H =0., 
(一) 显然 。 
这 表明 此 时 在 加 法 群 中 的 周期 是 0( 或 c> ) 。 
荐 p90. 则 ne 二 O03p|n 
证;( 节 ) 若 rge 一 0, 即 elx)==0. 于 是 nEN 一 p1 ,因为 p! 中 住 意 元 是 pp 的 倍数 , 故 pin。 
( 呈 ) 若 pa. 则 wnEN .所 区 gl) 二 ne 二 0。 
这 表明 此 时 4。 在 加 法 群 中 的 周期 是 p: 
例如 . 域 下 中 任意 非 零 趣 在 加 糙 中 周期 也 是 请 
证 明 ; 设 EFa 关 0, 则 Ge 一 a(ne). 
办 aoe 部 不 荐 全 而 域 中 匹 零 因子 ,所 局 we 王 0=na 一 习 . 而 的 周期 为 p. 所 以 .a 的 周期 也 
为 
此 例 说 明 任 意 域 中 非 玛 元 在 如 群 中 同期 相同 ,这 岸 域 下 的 特征 也 可 定义 为 其 中 非 零 元 在 
回旋 中 区 共同 洁 期 ， 
又 如 ,0.1.2,3.d 1 之 特征 为 5。 


100 离散 数学 


毕 。 


定理 1 任意 域 上 的 特征 是 零 或 一 个 质数 ， 

证 明 . 若 pp 关 0, 往 证 p 是 质数 。 

若 不 然 ,p 二 hE ,1 hp,1 之 k<p， 

则 (he) (ke) = (hh)e= pe~=0, 

又 因 域 中 无 零 因 子 , 则 (he), (ke) 必 有 一 为 零 ,但 p 为 e 的 周期 ,而 之 p,h<<p, 巴 大。 证 


以 上 研究 的 是 域 的 特征 ,但 显然 上 述 结 果 对 无 等 因子 环 即 可 成 立 , 一 般 来 讲 对 无 零 因子 环 


也 可 定义 特征 的 概念 。 


定义 ” 域 丘 的 子 集 按 忆 加 乘 也 为 域 , 称 丘 的 子 域 

当 域 所 特征 为 质数 户 时 , 咸 瑟 中 含 最 小 子 域 同 构 于 了 2 好 。 

证 明 : 看 TI~ 瑟 内 的 同 态 映 射 c, 核 为 pl, 记 同 态 象 为 1'， 

则 了 一 zf 站 一 (needyse 是 疼 的 乘法 单位 元 } ,根据 环 同 态 基本 定理 (第 六 章 8$6 定理 


国 I~ 了 ,得 了 实 1/p 了 I, 容 易 证 明 /pI 是 域 ,所 以 了 也 为 域 ,所 以 7' 是 下 的 子 域 。 
又 因 下 的 任意 于 域 要 含 e, 因 此 必 含 有 。 的 所 有 信 数 , 即 含有 了 ,所 以 了 是 域 下 的 最 小 子 


域 上 同 态 , 或 为 同 构 ,或 所 有 元 素 对 应 0。 事 实 上 体 即 有 此 结论 5( 见 第 六 章 $6 习题 1)。 
当 域 王 特征 为 0 时 , 域 尺 中 含有 的 最 小 子 域 同 构 于 有 理 数 域 Re。 
证 :现在 要 把 已 定义 的 间 态 扩大 到 R, 到 玉 内 。 办 法 基 规 定 ot/n)= (me)/ (ne} 
(了 ) 先 说 明 规 定 的 合理 性 
设 h/k=mfn, 则 有 一 上 ri 
所 Lb (he) (ne) = (fe) (me), 
鼓 (he)/ (ke) = (me)/ (ne), 
可 见 规定 与 有 理 数 表示 无 关 , 即 规定 合理 。 
(2) 证 同 态 性 
on/n +t hk) (km hn) /ng) 
= (kn 十 Nu)ed) /nk)e) 
(Chm)et Arne nk)e) 
= (me) (Re) + Che) ne))/( (ne) (ke)) 
— me ne) + he) (ke) 
— lm/n) 十 区 (天 天) 
(mf) ChikY) = v(mn)/ nk)) 
= (mh)e) /nk)e) 
— me) (he) (ne) (ke)) 
— Cmey/ ne) Che) (ke)) 
~ omin)o(h/k) 


因为 zf 一 cz) 一 neje=gaeye 一 pe: 半 以 ,到 FF 内 的 映射 是 了 到 下 内 的 映射 的 扩 太 ,但 
RR; 是 个 域 而 = 不 是 把 它 的 所 有 元 素 映 成 G, 如 ze(L) 一 * 天 0, 记 以 = 是 同 构 映 射 . 记 c 干 民 , 的 
象 为 及 : 则 及 全 全 , 因 下 的 任意 子 域 要 包含 cr 的 整数 们 及 其 商 , 即 包含 Ri. 所 以 下 包含 和 
Rs 同 构 的 Ro 为 其 最 小 子 域 。 
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定义 最 小 域 或 素 域 弄 没有 真子 域 的 域 ,特征 记 的 最小 域 为 Rlp 为 0 或 一 质数 )。 
设 下 是 最 小 域 ,当下 特征 为 9 时 . 它 与 有 理 数 域 同 构 .当下 的 特征 为 p 时 , 它 与 模 p 剩 余 
类 域 I/pI 回 构 。 也 可 以 说 ,最 小 域 就 是 有 理 数 域 或 异 P 和 镜 余 类 域 。 
例如 ,p 二 5, 1/51 二 10,1,2,3,4}, 其 中 加 乘 对 5 取 模 ,一 1 表示 1 的 负 元 素 , 因 1 十 4 一 0. 
所 以 4 一 一 1。 若 引入 记号 1, 指 自 乘 得 一 1 的 无 素 。 因 为 一 1 一 4 全 一 32 一 4 所 以 V 一 1 一 
2 或 3. 而 没有 一 2。 
根据 以 上 的 讨论 可 得 : 
定理 2 设 p 为 质数 或 等 于 0, 特 征 为 p 的 任意 城下 包含 R, 为 其 最 小 于 域 。 
本 定理 是 在 间 构 观点 下 叙述 的 . 任意 大 特征 为 0 就 可 以 认为 是 有 理 数 域 的 扩 城 ,特征 之 就 
认为 是 模 p 剩余 类 域 的 扩 域 。 
设 是 整数 ,F 是 城 , 任 取 aE€F,na 怎样 理解 呢 ? 
(1) n>0,na=a a0a=0,(—n)a= ~— na, 
C2) 现在 认为 R, 是 下子 域 ,p= 二 0 时 ,n 可 认为 是 有 理 数 。 于 是 可 认为 是 下 的 元 素 ,p 是 质 
数 时 ,n 可 模 p 看, 也 是 F 中 的 元 素 , 丁 是 na 可 解释 为 玉 中 两 元 素 相 乘 ,两 种 解释 结 
果 相 同 。 但 在 无 剖 环 中 只 能 用 第 一 种 解释 。 
特征 为 0 的 域 必 为 无 限 域 ;特征 为 p 的 域 可 有 限 , 也 可 无 限 。 
特征 为 质数 p 的 域 下 的 简单 性 质 ， 
《1) 车 aw5DEF, 则 (a 二 6)*==a? 十 6*; 
例如 ,在 R, 上 wa 二 六 = (4b)?。 
(2) (a—b) ea ht; 
(3) (atBD)* =ar br 
《和 (aa Ta) ?=f 十 二 a? 
《5) 在 (4) 中 今 二 4s 二 … 二 a 二 1。 
则 2 二 zen 韭 9 时 2 =-1, 此 即 Fermat 定理 。 


习 是 


1. 在 Ri 中 273 等 于 什么 ? 
2. 在 Rs 中 v 一 1 等 于 什么 ?Rs 中 有 没有 Y 一 1? 
3. 在 丸 ; 中 利用 公式 
‘bt Wb — dac 


24a 
解 二 次 方程 x 一 x 二 5 一 0 
4， 在 R; 上 求 下 列 矩 阵 之 逆 : 
2 
lid 
5. 证 明 R, 上 的 四 个 甜 阵 
i0 cI 71 0, | 1! 


民 人 总 人 和 1! 
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在 迄 阵 药 胡 法 乘法 下 作成 一 个 域 ， 
6. 试看 R; 上 的 上 所 有 “复数 ”; 
a+év—1 
其 中 ,5 在 R; 中 任意 取信 ,这 里 共有 49 个 数 , 象 普 遂 复数 那样 计算 .求证 这 49 个 数 作成 
一 个 域 。 


32 多 项 式 的 整除 性 


定义 ” 令 z 是 一 个 拍 象 符号 (或 叫 字 母 ,文字 ,记号 等 ). 下 是 一 个 域 ,a0,…,a,.E 玉 ,一 无 史 
项 式 是 如 下 形式 的 式 于 : 

202 十 aaX7 一 :十 qT 二 (1) 
其 中 #4.n 一 1,… 为 非 负 整数 ,今后 记 为 (rx) .gtr) 等 。 

其 中 文字 在 没有 用 域 中 元 代入 时 是 形式 的 式 子 . 用 域 中 元 代 和 后 , 按 域 中 加 法 乘法 运算 得 
域 中 一 元 。 多项式 中 没有 文字 的 项 称 为 常数 项 。 多 项 式 中 ,系数 是 入 的 项 可 以 删 去 , 另 一 方面 ， 
也 可 以 添 小 一 些 系 数 是 0 的 项 。 例 如 :2z? 一 0z7 一 1 可 以 写成 27: 一 1,07 十 27 一 1 等 。 

定 尽 ”两 个 多 项 式 f(x) 相 g(x) 说 是 相 学 的 , 即 

| fx) = g(r), 
如 果 可 以 添上 一 些 系数 是 0 的 项 使 两 个 多 项 式 完全 -一样 。 

易 见 ,1) 多项式 (1) 等 于 0 当日 仅 当 所 有 系数 a;,… ,uy 都 是 0; 

2) 个 多 项 式 fx) 半 0 总 可 化 为 (1) 的 形式 是 a: 隆 0。 这 时 ,ao 和 是 唯一 确定 的 。 

定义 若 f(x) 关 0 且 已 化 为 人 1) 的 形式 ,其 中 ao 才 0, 那么 ,as 称 为 (x) 的 首 素数 .4 称 汐 
Fr) 的 次 数 : 常 数 多 项 式 0 的 次 数 可 以 说 是 一 2e。 

例如 .02 一 2z 一 1 的 次 数 为 2; 

4 的 次 数 为 0。 

xz) 的 次 数 记 为 次 f(x)。 

下 面 定义 两 个 一 元 多 项 式 fT 与 glx) 的 加 法 及 乘法 : 

f(r) 二 g(x) 为 把 f(z) 与 g(x} 的 同 次 项 的 系数 相 加 所 得 到 的 多项式 ;fg (Cr) 为 以 了 
(x) 的 每 -- 项 线 g(x) 的 每 一 项 .然后 合并 同 次 项 且 以 如 号 相连 结 所 得 到 的 多 项 式 。 志 以 验 让 ， 
这 样 规 定 后 ,所 有 一 元 多 项 式 作成 -个 有 过 交换 环 。 记 为 下 [z]。F[z] 包 仿 坟 为 其 子 域 . 天 中 
的 0 就 是 已 (z) 的 零 . 上 中 的 1 就 是 严 [z] 的 1, 一 re) 就 是 把 .六 xx) 的 所 有 系数 歌 负 所 得 到 的 


多 项 式 。 
关于 风 项 式 的 次 数 ,我 们 有 
深 人 CD 一 gg)) 芝 max{ 次 7) 次 入 Cr)) (2) 
深 了 gtr) 二 次 7) 十 次 g(x) (5) 


证 :两 个 多 项 式 相 如 不 过 是 把 对 应 的 系数 相 如 .不 会 得 出 比 琴 个 多 项 式 中 出 现 的 项 的 次 数 
还 要 户 的 项 .所 以 (2 成 让 。 若 fe) 关 0 且 g(z) 半 0, 则 可 设 
fu To a, 20 七 0 
下 人 bu¥ 0 


有 目 深 f(a 一 次 g(r}= 二 训 。 分 
一 
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因 a05s 关 0, 搞 妃 次 CgC) 二 一 坝 二 次 (7) 十 次 C7) ,了 破 (3) 成 立 。 
车 f(r),gtz) 员 至 分 有 … 个 基 多 款 式 9, 则 


fg 一 让 .即兴 fT) 二 一 ceo， 
但 由 于 一 2 二 术 二 -…o0， 
090) 一 一»， 
“~~o0T(— 0)=— 2 
所 以 ,(3) 仍 成 立 。 


定理 1 域 上 zz 的 多 项 式 作成 的 环 F[zj 是 一 个 整 区 。 
证 骨 , 只 需 证 无 零 因 子 ., 即 证 当 Arz)? 天 0sg(z) 天 0 时 ,其 积 f(r)g (7x) 才 0。 
朵 为 次 . 关 拉 天 一 后 次 有 人) 天 一 2 由 (3)， 
则 次 fz)glx) 二 次 f(x) 十 次 g(X) 隆 一 0, 所 以 fr)g(x) 短 0。 
下 面 我 们 在 域 下 上 的 多 项 式 环 FLzj 中 讨论 一 些 性 质 。 
带 余 除 法 定理 ”对 任意 f(x) .g(x) ,存在 atx).r(z) 使 
fl = g(r)e(r} rir) 次 rr7) 之 次 gl2) (4 

且 ofz)ysrtz) 唯 一 。 
延 朋 :存在 性. 用 长 除法 可 求 出 g(x) .r(r)。 

瞧 一 性 , 设 存在 妈 外 的 g(x) .r,(x) 使 


fr} = g(r) 十 六 Cr) 次 nn(r) 之 次 g(7) (5) 
则 由 (4),(5) 有 gC2)g lr) 十 rir}g(a)g(r)+ri(z) 
从 而 (gr 一 g(x g(x)=rtr} rir) (6) 


车 gx) 一 g(x) 关 0, 则 洪 tf) 一 g(rDgt) 这 次 g(x) 

而 次 (人 (一 人) 二 次 (与 人 6) 序 导 。 所 以 oz) 一 wz) 一 0: 即 or) 一 9(z), 故 r 
(2)=r (rr) 

定义 ”车 对 ftx) 各 gtx) 有 N(x) 使 

Fe) hrdg(r) (7) 

见 我 们 说 g(x) 整除 Cz), 记 为 go) ,或 说 g(x) 是 fr) 的 因 式 ,f(r) 是 w(x) 的 倍 式 。 

定理 2 设 g(z) 关 0.gir) 了 Cr) 当 甘 仅 当 以 gt) 除 (x) 所 得 的 余 式 为 0。 

根据 部 和 余 式 的 叭 -性 很 容易 证 明 。 

内 一 个 文字 的 多 项 式 的 因 式 分 解 理论 和 整数 的 因数 分 解 人 建 论 是 平行 的 ,所 以 整数 中 的 一 
些 事实 在 这 里 仍 成 立 。 我 们 这 里 略 去 证 明 部 分 。 

1 车 fgvglh 则 了 

2” 车 fg 则 Ff!gh。 

3” 车 flg.flh, 则 fig 土 有 。 

4 若 扩 整 除 gg 名 了 hg 二 二 及。 

5” 若 在 -等 式 中 . 除 某 项 外 .其 余 各 克 表 是 /的 偿 式 . 则 该 项 也 是 /的 倍 式 。 

全 洲 关 gg 让 则 了 与 & 只 其- 个 非 0 常 数 因 于 。 

址 骨 : 仿 照 第 五 前 1 中 有 关 性 质 的 证 明 . 吕 是 在 推出 1~de 后 推理 如 下 ;只 有 4.e 部 是 
韭 0 常 元 素 时 此 式 丰 或 立 、 

遇 个 多 项 式 , 如 果 只 其 一 个 扯 0 常数 国手 , 则 说 它们 是 相通 的 .在 因 式 分 解 问题 中 .相通 的 
多 项 式 训 看 作 没 有 什么 区 界 。 
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T° aEF.az0,alf lr). 

8 f(rIEFrr],flr) lo, 

定义 若 z|fio… dd 户 则 说 a 是 ,的 公 因 式 。d 称 为 万 ，…… 大 的 最 高 公 因 ,如 
困 刀 是 4,…,f 的 公 因 式 , 而 有 8 户 .…, 天 的 任意 公 因 式 整除 了。 

9 着 d 和 ww 部 是 了 ,所 的 最 高 公 因 . 则 d' 和 4 相通 。 

定义 若 广 5, 而 了 不 是 常数 也 不 和 8 相通, 刚 说 了 是 如 的 一 个 真 因 式 。 

定义 ” 设 多 项 式 p 非常 元 素 .p 说 是 一 个 质 式 或 不 可 约 多 项 式 , 如 果 p 没有 真 因 式 ， 

定义 若 户 ,…, 亡 除了 非 0 常 无 素 外 没有 公 因 式 , 则 说 /1,… ,jf 是 瑟 质 的 。 

换 句 话说 ,fi,…,f, 是 互 质 的 , 当 且 仅 当 其 最 高 公 因 为 非 0 常 元 素 ,或 说 当 且 仅 当 其 最 高 
公 因 为 1。 

用 数论 中 的 方法 可 类 似 地 证 明 : 

定理 3 任意 多 项 式 了 上 和 5 必 有 最 高 公 因 。 

定理 4 fg 的 最 高 公 因 了 可 以 者 为 f,g 的 售 式 和 , 即 表 为 下 面 的 形式 : 

d=Af+ pg 

其 中 4,x 都 是 多 项 式 。 

定理 5 若 记 是 质 式 而 pp 六 … 廊 . 则 户 整 除 六 ,六 之 一 。 

定理 6 任 - -平常 数 多 项 式 怡 有 一 法 表 为 质 式 的 乘积 。 

所 谓 “ 恰 有 一 法 ", 当 然 是 把 相 道 的 质 式 看 作 一 样 而 且 不 考虑 质 因 式 的 次 序 。 

定理 7 任意 非常 数 多 项 式 f 可 以 唯一 地 表 为 下 面 的 形式 : 

天 一 

其 中 如,z，……:z 是 互 不 租 通 的 质 式 。rl,r2,…… ,rk 是 正 整数 。 

例如 , 域 忆 上 多 项 式 fg 互 质 e; 存 在 4, 使 MA 十 pg 一 1。 

证 明 :( 一 ) 定 理 4。 

(<=) 若 不 然 ,f,g 有 公 因 式 4d 且 d 不 是 非 0 常 元 素 , 由 性 质 4 有 了 |1, 了 矛盾。 

按照 质 式 的 定义 易 见 ,任意 一 次 式 必 是 质 式 ,因而 对 中 任意 元 素 2,x 一 a 是 质 式 ,而 且 a 
天 时 ,x 一 a 各 工 一 不 相通 .可 见 , 只 要 到 中 有 无 穷 多 个 元 素 , 了 [z] 中 便 有 无 穷 多 个 不 相通 的 
质 式 ,这 也 可 以 说 是 对 应 整数 环 中 欧 几 里 得 关于 质数 元 穷 多 的 定理 ,但 这 是 太 简单 了 ,我 们 应 
当 进 一 步 间 ;FLxJ] 中 有 没有 次 数 任意 高 的 质 式 ? 以 下 几 节 内 ,将 对 ~- 些 特 殊 的 域 F 同 答 这 一 问 
题 ， 

,另外 ,我 们 指出 ,定理 6 和 定理 7 只 说 明 多 项 式 的 质 因 式 分 解 式 在 理论 上 是 存在 的 ,并 没 

有 给 出 “能 行 的 ”分 解 方 法 ,在 这 -点 上 ,多 项 式 的 因 式 分 解 和 整数 的 因 式 分 解 是 不 同 的 .因为 . 
任意 正 整数 总 可 以 通过 以 较 小 的 数 米 试 除 的 方法 在 有 限 步 内 分 解 为 质 因 数 的 乘积 。 


习题 


1. 在 及; 上, 试 几 综 合 除法 求 以 x -2 除 2x 一 x' 一 2o31] 所 得 的 商 式 和 余 式 。 

2. 若非 常数 多 项 式 f(r ,zkzc) 开 质 . 求 证 必 有 多 项 式 X(t) ,ptx) 使 
| 

是 次 A(7) 必 次 (7) ,次 Atz)< 次 Fa)。 进 - 步 证 明 这 样 的 Ax) ,ptx) 是 唯一 的 。 

3. 用 下 列 方 法 证 明定 理 3 和 定理 4; 试看 所 有 形 为 XA 十 peg 的 莫 0 朵 项 式 , 命 4 为 这 些 多 
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项 式 中 次 数 最 低 的 一 个 ,证 盟 民 是 /,g 的 最 高 公 因 。 
4， 用 类 似 上 题 的 方法 证 明 环 下 [zj] 中 任意 理想 必 是 主 理 想 。 
5， 求证 :9Y(z) 天 [zj 是 下 [z] 的 极 大 理想 , 当 且 仅 当 Yz) 不 可 约 。 
6. 在 尺 ; 上 ,分 解 x 十 x 一 x 十 1 为 质 因 式 的 彩 积 。 


8$3 多 项 式 的 根 


下 面 我 们 在 任意 域 玉 上 的 多 项 式 环 FLx] 中 讨论 多 项 式 的 根 。 
定义 设 f(r)EF[zrj,aEF, 以 a 代 f(z) 中 的 x, 按 F 中 加 乘 运算 得 值 为 f(a)。 若 fla) 
三 0, 则 我 们 说 是 多 项 式 .A(z) 的 一 个 根 : 或 说 < 是 方程 f(x}) 二 0 的 一 个 根 。 
定理 1( 余 式 定理 ) 以 x 一 a 除 f(z) 所 得 的 余 式 等 于 f(a)。 
证 明 : 设 余 式 为 C, 则 根据 带 余 除法 定理 有 ， 
次 CC 所 次 (zz .a), 但 次 (x 一 4) ==1， 
所 以 ,次 C<1, 即 位 基 一 个 常 元 素 , 设 商 式 为 9(z) ,于 是 
Cr) = gritr— oo +i 
以 a 代入 ,得 f(a)==qC0 (一 和) 一 C, 所 以 C= 了 la)。 
推论 x 一 a|f(z), 当 且 仪 当 a 蚌 f(x) 的 根 。 
证 明 :x 一 a|f(z) 己 余 式 为 0 
f(a)=0 
会 & 是 A(z) 的 根 。 
定义 说 < 是非 0 多项式 f(z) 的 尺 重 根 , 如 果 (x 一 ea): 整除 了 (z) 且 (zx 一 a)*+! 不 整除 
{7}。 若 >1, 则 我 们 说 a 是 ftz) 的 重 柜 。 车 (x) 是 多 项 式 0, 风 对 任意 正 整 数 , Cx 一 a) 1 
《z) ,所 以 我 们 说 a 是 zz) 的 c 重 根 而 且 也 看 作 是 f(x) 的 重 根 。 
定理 2 设 非 0 才 项 式 了 f(x) 的 次 数 为 n, 则 f(r} 最 多 有 个 根 ,此 处 天 重 根 作为 个 根 计 


算 ， 
证 明 : 把 /Kxz) 分 为 质 因 式 的 乘积 形式 ， 
fT) = ro Nr pe p. (7) (1) 
其 中 ep…w 都 不 同 ,而 p. (7) ,p(x) 都 是 高 于 一 次 的 质 式 。 则 
一 下 十 属 十 十 次 (p(x p,(7)) (2) 


显然 ,a 是 fz) 的 局 蛋 根 .i 二 1,…,r。 除了 这 些 ,f(r) 没 有 另外 的 根 a, 因 否则 xz 一 a 应 是 
(x) 的 质 国 式 ,而 分 解 式 (1) 中 没有 这 个 质 因 式 。 可 见 , 当 上 重 根 算 个 根 时 ,f(z) 共 有 环 填 … 
二 个 根 。 由 (2) 如 十 十 <n. 所 以 f(z) 最 多 有 1 个 祖 。 

这 里 的 系数 是 在 任意 域 中 ,可 扩充 到 无 零 因 子 交 换 环 中 。 但 在 有 零 因子 环 中 不 能 成 立 , 例 
如 空 在 模 16 的 环 中 有 四 个 根 0,4.8,12 ,在 非 交换 环 中 也 不 能 成 立 ,例如 在 四 元 数 体 中 .对 于 
多 项 式 x 十 1=0, 主 7 .十 j ,二 上 等 都 是 根 。 

定义 ”两 个 多 项 式 fr) 和 gt.r) 说 是 恒 侍 ,如 果 以 上 中 任意 元 素 4 代 zz, 信 有 : 

fla) = gia) 

比较 一 下 这 个 定义 和 上 节 定 义 .我 们 看 到 .f(x) 和 gtxr) 相 等 表示 二 者 作为 包含 文字 zz 的 
晨 个 式 子 形式 上 完全 相同 ,而 rz? 和 g(z) 导 等 表示 二 者 作为 变量 的 两 个 函数 恒 取 同样 的 
值 ， 峡 种 观点 基 否 一 致 呢 ? 
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定理 3 设 F 中 有 无 穷 多 个 元 素 ,f(r) 和 g(x}) 恒 等. 当 匡 仅 当 二 者 相等 ， 
证 明 ;(<} 显然 。 
( 淮 ) F(x) 和 g(tzT) 人 恒 等 。 看 f(x) 一 gC2)， 
因 对 任 a€EF.f(0)=g(a) .Rh fa) -g(a)=0, 
所 以 f(z7) 一 gtz} 有 无 窍 多 恨 。 由 定理 2 知 ,只 有 0 多 项 式 有 无 穷 多 根 ,所 以 .Ar 一 gtzr) 
=0;B fr)=g (x), 
判定 一 个 多 项 式 有 没有 重 恨 在 一 些 问题 中 是 很 重要 的 . - 般 说 米 . 具 体 求 多 项 式 的 根 没 有 
能 行 的 方法 ,我 们 看 基 否 有 简便 的 办 法 判定 - -个 多 项 式 有 没有 重 根 。 
下 面 我 们 定义 多 项 式 f(z) 的 微 商 f(z) 如 下 : 
敬 了 x) 二 go 十 a 十 二 gr 十 ds 
WF)=na0r 一 1)ar 一 … 十 ar， 
定理 4 项 是 非常 数 多 项 式 fr) 的 重 根 , 则 它 至 少 是 户 (x) 的 一 1 重 根 。 
证 明 ; 因 为 < 是 庆 重 根 , 则 (7) 二 (x7 一 0g) 才 (x), 且 x 一 g 不 整除 g(x) ,所 以 
fT) = kr gr) t Cr- a (x) (x) 
当 类 是 下 的 特征 倍数 时 ,(* ) 式 为 (7 二 (rg'(r)， 
所 以 ,至 少 是 亡 (z)? 的 上 一 1 重 殷 ， 
当天 不 是 下 的 特征 倍数 时 ,(* ) 式 右边 第 一 项 非 0， 
所 以 疡 (z) 只 能 被 (zx 一) 整除 ,不 能 被 (> 一 “) 整除 ， 
即 答 是 f(r) 的 上 一 1 重 根 。 
所 以 至少 是 广 (z) 的 一 1 重 根 。 
讽 如 ,在 RR[z] 中 f(r)= 了 7=xC 于 1) 二 (二 1) 
所 以 x 二 1 是 二 重 根 。 
Pr = +1 x 二 l= (tri1): 
所 以 zx 二 1 仍 是 二 总 根 。 
六 (x 二 27 一 0, 所 以 x 二 1 是 忆 重 根 。 
定理 5 «是 f(x) 的 里 恨 . 当 且 仅 当 它 是 fz) 和 广 (x) 的 公共 根 。 
证 明 :( 一 ) 若 .A(z? 是 0 多项式 .显然 。 
仿 头 轨 天 0 因为 e 尾 .fz) 的 重 根 ,所 以 可 说 是 ACzr) 的 上 重 根 , 且 >1. 故 a 
至 少 是 疡 (3) 的 一 1 军 根 ,月 一 1 闻 1 所 以 gq 蚌 户 (zl 的 根 、 所 以 是 x) 积 了 Cx} 的 公共 根 。 
(<) 若 不 然 , 有 一 种 情况 ,一 种 是 不 是 A(x) 的 根 . 男 一 种 是 a 是 /tz) 的 1 重 根 . 若 
“不 是 沁 rr) 的 根 , 当 然 不 含 是 公共 根 , 予 盾 , 若 < 是 jz) 的 上 重 根 . 而 1 不 是 斑 的 特征 的 倍数 ， 
所 以 "是 塘 () 的 4 一 1=0 重 根 . 苑 不 是. 疡 人 z) 的 根 , 当 然 不 会 是 公共 根 .了 矛盾。 
用 名 转机 除法 求 出 站) 和 (x) 的 最 高 公 因 dr) .dtz) 的 根 就 是 7x) 的 生根 , 只 要 看 4d 
?在 天 中 有 没有 根 就 知道 fx) 在 声 中 有 没有 妃 根 ， 
下 嘲 讨 论 复 数 域 和 相 实数 域 上 的 多 区 民 ，。 
定理 6 虽 数 域 上 .任意 非常 数 多 项 式 必 有 来 . 【代数 党 基本 十 再 ， 
证 明 较 长 - 哈 : 
定理 7 复数 域 上 . 兵 有 次 武 才 是 盾 式 。 因 之 . 仔 音 非常 数 多 项 式 Cr) 可 以 叭 -地 分 解 
成 下 面 的 形式 : 


TD) 一 
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其 中 a…,& 怡 是 f(x) 的 所 有 不 同 的 根 , 若 重 根 按 其 重 数 计数 , 则 次 多 项 式 恰 有 #4 个 根 。 

证 明 ;(1) 若 不 然 , 设 g(x) 是 质 式 , 且 次 gCz) 福 1, 出 定理 6.8(zr) 在 复数 域 中 有 要 ,不 妨 设 
为 gc, 从 而 一 aig(z) 故 gtz) 不 是 质 式 , 矛 盾 。 

因 喝 孝 域 上 ,只 有 一 次 式 才 是 质 式 ,所 以 任意 非常 数 多 项 式 A(zr) 可 以 唯一 分 解 成 下 面 的 
形式 ; 

fT) = er ~ a (TC 

且 @ 是 f(r) 的 如 重 根 ,i 二 1.…,r,fA(z) 没 有 另外 的 根 。 若 次 f=, 则 红 十 … 十 #7 二 n ,所 
以 , 重 根 按 其 重 数 计 数 时 ,f(z} 恰 有 个 根 。 

定理 8 实数 域 上 , 质 式 只 能 是 一 次 式 或 二 次 式 。 二 次 式 er: 十 bz 十 < 是 质 式 , 当 且 仅 当 判 
别 式 也 一 tac 之 0。 

证 明 : 设 次 g(z)>2, 若 g(x} 有 实 根 a, 风 x 一 |g(z), 故 g{z) 非 质 式 。 

否则 ,把 g(x) 看 做 复数 域 上 的 多 项 式 ,由 定理 6, 则 g(x) 有 虚 根 2 十 61,5 隆 0, 令 

hI)= (Tt — (a dr (uC— ti)) 
=x— x (a ob) 

则 六 (z) 是 实 系 数 多 项 式 , 昌 次 h(z) 二 2， 

航 可 设 g(xz}=g(z)h(x) 二 cx+d 

以 a 二 + 可 代 z 得 

0=0+ctut+h)+ad 
即 
| ca 十 wd 一 0 

从 而 cbi 二 0, 因 为 5 关 0, 所 以 c= 二 0。 

所 以 d=0, 得 g(xz)=g《rhtr), 即 Cx) 1g(zx) .而 C(x) 是 实 系 数 多 项 式 , 所 以 g(x) 非 质 
式 。 

下 面 看 二 次 式 ax 十 57 十 c 是 质 式 当 和 且 仅 当 此 式 无 实 根 ,由 中 学 学 过 的 知识 知 当 且 仅 当 六 
dac< 人 0, 
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上 节 中 我 们 看 到 ,复数 域 上 只 有 -次 式 是 质 式 ,实数 域 上 只 有 一 次 式 和 一 部 分 二 次 式 是 质 
式 , 李 节 将 说 明 , 和 上 述 两 个 数 域 不 同 .有 理 数 域 上 有 任意 高 次 的 质 式 。 此 外 ,我 们 附带 讨论 求 
有 理 根 的 问题 。 

设 A(z) 为 有 理 系 数 多 项 式 , 以 适当 的 非 0 整 数 c 来 乘 之 。 则 可 使 cr) 是 整 系数 多 项 式 ， 

因此 ,任意 有 理 杀 数 多 项 式 和 -个 整 系数 多 项 式 相 通 。 
定义 设 
Hr) = ur tr lt a, 

是 一 个 整 条 数 多 项 蕊 。 车 系数 oo: 站 质 ( 即 除 一 1 外 无 公 因 数 ), 则 称 (zx) 是 一 个 本 原 
多 项 式 ， 

设 Az) 是 一 有 至 系数 多 项 式 , 用 适当 的 吧 之 .使 得 cf tx) 是 -- 整 系数 多项式 .然后 .对 
cf (7) 的 系数 求 出 其 最 高 公 因 dd. 则 (etd) Ar) 是 一 本 原 多 项 式 , 由 此 可 见 , 和 任意 有 理 系数 多 项 
式 与 一 本 原 多 项 式 相 通 。 
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定理 1 设 户 是 一 个 质数 
fi) 一 ant 十 ca 十 人 十 o 
EEC) = Br" 二 rb 
是 两 整 系数 多 项 式 , 若 pp 整除 f(z)gtxr) 的 所 有 系数 , 则 轧 或 整除 了 (x) 的 所 有 系数 或 整除 g 
(x) 的 所 有 系数 。 : 
证 明 : 若 不 然 , 设 a; 是 fx) 的 系数 中 从 后 往 前 看 第 一 个 不 为 p 整除 者 ,于 是 ， 
访 不 整除 assplaipis* pa 
类 伺 地 , 设 
户 不 整除 ,p41 np 
现在 看 .Fzg(Cz) 中 局 ”的 系数 ,应 为 
CE 十 indi espabdis 二 
十 Qi-iai+l 十 Qi-t+ 二 
此 式 中 , 除 a 外 ,其 余 各 闹 都 是 p 的 倍数 ,而 不 整除 a,.p 不 整除 ,得 户 不 整除 (此 处 
用 到 了 p 是 质数 ) 故 不 整除 z+"! 的 系数 牙 盾 。 证 毕 。 
定理 2 设 (zr) 是 本 原 多 项 式 ,g(2) 是 整 系数 多 项 式 . 若 f(z}|g(lx) {是 在 有 理 数 域 意 义 
上 ) 册 以 f(z) 除 gtz) 所 得 之 商 式 必 是 整 系数 多 项 式 。 
证 明 :因为 flr lglr) ;所 以 g(7) 二 (x)hR(rT), 需 证 (xr) 是 整 系数 多 项 天, 总 可 取 常 数 c 
使 chlx) 是 整 系数 多 项 式 , 记 为 CT) 二 ch《x) ,所 以 cg(2) 二 f(r)RCx), 叉 因 f(z) Cr) g(r) 
基 整 系数 多 项 式 , 所 以 ¢ 整除 f(z)t(x) 的 所 有 系数 。 设 c==p.…p,:pi 为 质数 :所 以 pi 整除 f 
《xtr) 的 所 有 系数 。 出 定理 1,pi 或 整除 f(x) 的 所 有 系数 或 整除 上 £(2) 的 所 有 系数 。 但 ftx) 
是 本 原 多 项 式 , 所 以 pi 整除 (x) 的 所 有 系数 。 即 
k(xr) = pik(r) 
其 中 心 人 z) 是 整 系数 多 项 式 。 故 有 
放下) 
如 此 进行 下 去 ,得 
和 RUT) 一 了 (RiCz) 
其 中 心 (z) 直 整 系数 多 项 式 , 权 据 带 余 除 法 定理 , 沁 (z) 一 A(z) ,所 以 (7r) 尾 整 系数 多 项 式 . 
定理 3 {Eisenstein 害 则 } 设 
xz) = dr 二 dr 1 十 a 
是 整 系数 多项式, 若 对 一 个 质数 也 
户 不 整除 ,p14 , 户 |4。.p' 不 整除 
出 Fz) 在 有 理 域 上 不 可 约 ( 质 式 )。 
证 明 : 若 不 然 , 则 捕 z) 必 有 一 真 因 式 ql:x) ,因为 g(x) 和 一 个 本 原 多 项 式 相 通 . 所 以 不 妨 假 
定 g(x) 是 本 原 多 项 式 , 则 fA) 二 诬 .r(xr) ,出 定理 2,w(x) 是 整 系数 名 项 式 。 令 
Hr) A 
则 
ee 
因为 不整 附 oo0. 闻 以 卢 不 整除 -不 整除 .又 因为 疡 不 整除 .所 以 至 少 不 束 除 ,t 
中 一 个 .不 护 设 产 不 整除 c 在 刀 oo 二 全 二 名 中 从 后 往 前 看 ,第 一 个 不 是 六 的 倍数 的 系数 为 六 
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则 看 f(x) 中 2 的 系数 应 为 
be 4 Bre HT drsc s+" 
由 已 知 上 应 整除 此 系数 .但 不 整除 Bic,, 而 其 余 各 项 均 为 p 的 倍数 :所 以 .p 不 整除 此 系数 , 巴 
盾 。 ; 
根据 定理 3, 续 们 可 以 写 出 许多 有 理 域 上 不 可 约 的 多 项 式 ,例如 x" 一 2, 因 为 存在 质 歼 2.2 
不 整除 1,210,… ,21 一 2,4 不 整除 2, 所 以 x? 2 为 质 不 。 义 如 :一 2x’ 一 44 一 10 也 是 质 式 ， 
容易 证 明 :f 了 f(z) 可 约 包 f(z 十 和 ) 可 约 。 
例如 , 设 p 是 质数 , 则 Fz) 一 z 十 x 十 十 x 十 1 是 质 式 。 
证 明 : 令 :二 7 一 1; 则 = 十 1, 代 入 Flr) 得 
Flr)= (7 — l/r Oo 1} 
= ((t +1) Co 1/t 
一 (大 一 1 十 十 天) 
pp 
因为 存在 质数 ,zp 不 整除 ] ,而 p 整除 后 面 的 所 有 系数 , 且 不 整除 户 ;所 以 是 十 式 。 
车 整 系数 多 项 式 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 襄 约 ,是 否 一 定 能 找到 一 个 整 束 5, 和 一 质数 pp. 使 
节 (y) 一 (0 十 六 ,满足 Eisenstein 定 则 的 条 件 呢 ? 答案 是 不 一 定 。 
例如 :f(r)==7T? 十 2x 十 5 是 质 式 , 令 
8 并 二 2 人 0 十 1)3 一 2 十 5 十 本 


设 存在 质数 户 ,使 得 
户 :2(5 十 1) 01) 
pi 十 5+ 六 (0) 
了 ?不 整除 8 十 5 二 并 (9) 
车 为 奇 质数 .由 (i) 有 
万 | 力 十 1 
再 由 (2) 有 
下 十 1 一 本 
十 26 二 5 pr 
所 以 


(ps — Dir 2(ps—1)+5~ pr 
Pp 二 4 二 pr 
rr ps = 4/p 
上 式 左边 是 整数 ,右边 十 分 数 ,矛盾 。 
若 户 =2. 则 由 (2 和 2 必须 为 奇数 。 所 以 少 为 奇数 . 设 5= 2m-1: 则 
5 二 十 1 十 4 十 2 十 5 
一 4(0 ~ 2 — 2) 
所 以 所 | 相 二 34> 5. 与 63) 六 置 。 总 之 ,定理 3 充分 但 不 必要 。 
例如 .证明 7 一 2 二 | 不 可 约 。 
证 明 : 阁 ft) 在 RR; 二 呈 均 . 刚 此 式 泗 过 村 质 数 志 联机 . 便 知 证 RR, 于 可 的 ,天 此 若 /7) 在 
;上 不 可 的, 则 在 RR, 上 必 不 可 约 f{Re 上 可 约 ,在 Rs 十 不 一定 )。 现 在 阴 2 中 看 . 则 fr)=e 一 


T+1、 


110 离 艇 数学 


(1) 先 证 无 一 次 因 式 , 上 只 有 0,1 ,分 别 代入 知 都 不 是 根 , 无 根 , 故 无 一 次 因 式 。 
(2》 再 证 无 二 次 因 式 ,看 上 :上 二 次 因 式 只 有 四 个 ， 
十 xr: 十 1,2 :十 十 ] 

不 难 验证 只 有 天 十 rz 十 1 是 质 式 , 但 素 十 于 十 1 三 2 人 十 1 十 rr 一 1) 十 1, 故 无 二 次 因 式 。 

(3) 综 上 也 无 三 次 以 上 因 式 。 

新 以 zr 一 x? 十 1 不 可 的 。 

由 定理 3, 我 们 立即 可 得 

定理 4 对 任意 w 之 1,; 有 理 域 上 有 次 质 式 。 

下 面 我 们 讨论 求 有 理 数 多 项 式 的 有 理 根 问 题 。 由 于 任意 有 理 数 多 项 式 和 一 个 整 系数 多 项 
式 相通 。 所 以 可 以 限于 讨论 求 整 系数 多 项 式 的 有 理 根 问题 。 

定理 5 设 

Jrzr) 一 aor 十 am 十 十 as 
是 整 系数 多 项 式 . 若 有 理 数 bye 是 F(z) 的 根 , 其 中 心 和 * 是 互 质 的 整数 , 则 
bla,sc |ao. 

证 明 : 因 为 b/c 是 f(z) 的 根 , 所 以 Cz 一 b/c) |x) ;所 以 《ez 一 上 | 了 lx), 因 c;b 互 质 , 所 以 

cx 一 上 是 本 原 多 项 式 , 故 商 应 是 整 系数 多 项 式 。 所 以 ， 
fr) = ter — bdr + + d1) 
比较 两 边 的 丫 系 数 和 常数 项 得 ; 
dao = cdo au 一 一 di， 

故 定理 得 证 。 

由 定理 5, 可 得 求 有 理 根 的 方法 ; 

(1) 分 别 找 aoya 的 所 有 因子 ci,b3 

(2) 找 互 质 对 (ri ,6,): 

(3) 判断 如 /cj 是 否 为 根 ; 

(4) 判断 重 根 。 

有 理 系 数 多 项 式 除了 有 理 根 外 其 余 的 恨 当然 是 无 理 数 和 虚数 。 

定义 ”复数 " 称 为 一 个 代数 数 , 如 果 “是 某 个 有 理 系数 非 0 多 项 式 的 根 。 若 “ 不 是 任何 有 
理 系数 非 0 多 项 式 的 根 , 则 a 称 为 一 个 超越 数 。 

可 以 证 明 贺 周 率 x=3. 141592… 和 自然 对 数 底 “一 2. 71828… 都 荐 超越 数 。 一 些 有 理 数 通 
过 有 限 次 加 减弱 除 及 开 整 数 次 方 得 到 的 数 都 是 代数 数 , 但 在 Gaivis 理论 中 可 以 证 明 并 不 是 任 
意 代 数 数 可 以 这 样 表示 。 


习 题 


1. 求 下 列 多 项 式 的 有 理 根 ， 

1) xz? 一 6z? 十 15z 一 148 

2) dr:—72—5r-1s 

3) rstxt—62— 1412 —1lx—3, 
. 编 … 个 程序 求 有 理 系数 多 项 式 的 有 盏 要。 
3. 求证 2? 一 3x 十 1 在 Re 上 不 可 约 。 


[a] 
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4. 求 让 z5 十 87 一 让 上 R, 上 不 可 约 ， 提 示 :证 明 此 式 在 R, 上 不 可 约 、 
5. 求证 zx! 十 32: 十 3 一 5 在 R。 上 不 可 约 。 提 示 : 在 R; 上 分 解 此 式 , 若 在 RR, 上 可 约 . 必 可 
分 出 一 次 因 式 。 
6. 试用 Eisenstein 定 划 证 明 儿 项 式 
(wr Ta 
在 KR。 上 不 可 约 , 其 中 是 质数 。 提示: 作 代 换 := 二 x 一 1 将 此 式 变 为 上 的 多 项 式 ， 
7, 证 明代 数 数 只 有 可 数 无 穷 多 个 ,从 页 断定 超越 数 有 不 可 数 无 穷 多 个 。 
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现在 我 们 首先 在 复数 域 中 讨论 一 些 结论 。 

定义 复数 域 上 方程 己 一 1=0 的 # 个 根 称 为 上 次 单位 把, 即 1 的 = 个 = 次 方 根 , 根 据 复 
数 域 上 多 项 式 可 分 解 为 一 次 质 式 乘积 , 知 其 存在 。 

便 如 ,z? 一 1=0 的 根基 土 1, 故 1, 一 1 是 二 次 单位 根 ; 

ZT 一 1 二 0,(7 一 (x 十 z 十 1)==0, 所 以 1 是 三 次 单位 根 ; 
一 1 二 0,(x 十 D(x 一 1) 二 0, 所 以 z=1, 一 1, 士 VY 一 1 是 四 次 单位 根 。 

下 面 我 们 讨论 如 何 求 * 次 单位 根 ,我 们 采用 复数 的 极 坐 标 来 表示 , 则 有 下 面 几 点 性 质 : 

(1) a 二 Bi 表示 为 rtcos8- 二 isin9) 

(2) rtcosB tsing)s (cosgtising) 

=rs[cos (十 内 十 isin(9 十 的] 

《3) [rlcos?+ising) "=r" (cosnd tisinnd) 

设 方程 x* 一 1=0 的 根 为 z=r(cosbiisin 四 , 则 "一 r*(eosn8 十 isinm0), 所 坟 
mt{cosnd + isinnd) = (cos0 十 isin0) 
= (cos(2k7) + isin(2E7)) 
所以 户 ==1.n8=2&7t, 即 7=1.0== (2hx) fn, 于 是 
To cost2kar/n) + isin(28a/n) k= Ou Rom 1, 
为 个 不 同 的 根 。 令 
E = cos (2x/n) 十 jisin(2a/n)} 

则 可 以 看 出 这 个 不 同 的 根 是 1,$,… ,名 ,这 专 个 根 的 横 均 是 1, 幅 角 依 次 相 盖 2x/n, 故 在 平 
面 上 ,恰好 将 单位 贺 贺 周 x 等 分 。 

例如 ,= 一 5, 则 5 个 5 次 方 根 分 别 是 
1 一 cos0 一 'Sin0,cos(27A5)》 + isin(2r/5) cos(4KA5) 十 isin( dr/5) cos(6xAS) 十 tsin(6r/5), 

cos(8r/5) 一 isin(87/5), 

定理 1 复数 域 中 恰 有 个 次 单位 根 , 它 们 在 全 法 下 作成 一 个 元 牢 环 群 .是 一 个 生 
成 元 素 。 

证 峙 ;要 据 上 面 的 讨论 以 个 nm 次 单位 根 可 记 做 1,&, 例 ,…. 合 ,这 恰好 做 成 » 元 循环 群 .# 
是 一 个 生成 死 素 。 

例如 , 巴 次 单位 根 1. 一 4. 一 :是 乘法 循环 群 .; 是 一 个 生成 元 崇 . 

i 一 cos(x/2) 十 iisin(w/2) 


1 = Cosr isinx =— 1 
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1 cos(3r72) — isiN(3r/2) 一 1 


定义 nn 次 单位 根 笑 法 循环 群 的 竺 成 元 娄 电 本愿 次 单位 根 。 
我 们 知道 ,元 循环 群 上 共有 gi 个 生成 尼 素 :所 以 .共有 yw) 个 本 刘 4 次 单 位 恨 , 设 为 


«< & 的 
外 LS 


例如 .一 次 本 原单 位 根 有 队 2)= 上 个 .一 上 是 ,1 不是， 
et [PE A HR 而 本 
三 次 本 原单 位 根 有 3) 2 二 二 ,二 一 3 是 ,1 不 是 。 
四 次 本 原单 位 根 有 内 和 三 2 一 ? 是 ,1, 一 ! 不 起 。 
定义 令 @,(T)=(7 一 全 ) (x 一 fr 一 Sry)。 多 (XT) 称 为 分 辕 多 项 趟 .意思 是 说 求 出 它 
的 一 个 根 就 可 以 把 单位 辐 分 成 等 份 了 了 。 症 然 ,@, (x) 的 次 数 是 p01)。 
例如 , 求 由 (人 (z) ;应 找 x--1 的 本 原 根 ; . 即 忠 (z) 一 > 一 1 
(rz)= x+] (林原 根 为 一 1); 
| 一 1 十 sl Ce We 
|- 二 上 = | 


B= |r—- 5 


一 A]: 
BT)= (rir -+l 
r= 1 
定理 2 我 们 有 下 烈 公式 成 立 : 
并 gc) 
如 ,由 
证 明 : 设 外 .6.,…*,b 是 所 有 守 次 单位 根 ,于 是 
2 = Cr Br 0) 《1) 
先 计 BC2) :x 一 1 ,其 中 | 
归 一 个 2 ss 没 8 是 一 个 本 原 吉 次 单位 要 ,于 基 : 允 一 1 所 以 ,多 二 1: 所 有 多 如 个 村 原 也 次 
单位 根 都 出 现在 妇 ,…,& 中 ,它们 所 对 应 的 一 次 式 之 积 使 是 yx). 所以.@j(x) 2" - 1。 
几 让 工本 Ci 
若 dd 关 W' ,因为 到 (7 与 有 rr) 的 根 分 别 为 本 原 双 次 单位 柜 和 本 原 亿 了 侈 单位 根 , 所 以 下 
(2 与 B(xz) 无 公国 式 , 故 Bt! 一 1.， 
最 后 证 (1) 式 中 任意 -关子 7 一 9 必 在 某 瑟 (x) 中 出 现 。 
周 多 一], 故 必 存在 一 周期 in, 使 得 必 =1. 这 祷 9 起 本 原 !1 次 单位 根 .上 帮 -9 必 在 某 个 
多 7) 中 出 现 , 其 中 i 有 设 x ] '[ [®t2) 
综 上 定理 成 立 。 
和 例 姻 .一 1 一 BCDB, 中 (7) 
= 1) 1) 
在 节 个 主演 单衣 根 上 1 一 基本 不 主演 章 位 恨 ,-… 是 本 夯 2 次 单位 思 ,1 是 林原 
上 次 单位 从 
六 区. 有 一 人 DG 由 (zi) 
ir 1)} 


= 1 
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BLT)=x tT] {习题 2} 
| {可 是 3) 
由 7) 二 x 十 71 十 1 (习题 3) 
Bolx)= {ro /Dr Br)D. (7)) 
因为 x 1=@®@,(r) BD (7) 
所 以 Bn(r}= CD 1)®, (rn)) 
二 {x 一 1)/(r 二 1) 
二 一 避 十 zr 一 之 十 1 
D(z)=z 十 … 一 ] (习题 2) 
Bs) DBD (TID CD 7}) 
因为 一 1=B(7)®, (Dr) Cr) 
所 记 呈 r= (rr 1)m, (x)) 
二 (rT 二 /x 十 1) 
和 =x 一 7 十 1 
定理 3 (7z) 是 整 系数 多 项 式 。 
证 明 : 用 数学 归纳 法 。 
gz) 一 zx 一 ] 是 整 系数 多 项 式 ， 
设 当 4<n 时 ,本 (z) 是 整 系数 多 项 式 , 试 证 ,(z} 亦 对 ， 
由 定理 2 知 ,2" 一 1= B(x) [Batx) 
Adin 


要 据 归 纳 候 设 , [Te.(z) 是 整 系数 多 项 式 且 首 系数 为 1。 
本 | 


可 


根据 二 节 定 理 2, (x* 一 1/ [Bu(z) 是 整 系数 多 项 式 ， 


所 以 Bx) 是 整 系数 多 项 式 。 

下 面 我 们 看 任意 域 五; 设 不 是 其 特征 的 倍数 

若 在 F 中 有 根 , 域 下 中 的 12 次 单位 根 仍 定义 为 x2" 一 1=0 的 根 。 这 里 回避 了 恨 存 在 的 问 
题 。 复 数 域 中 代数 基本 定理 等 保证 其 有 根 ;在 任 章 域 六 中 ,可 以 证 明 ; 对 任意 域 下 上 的 次 多 
项 式 fz) 存在 域 K 汪 FF, 使 在 KK 中 f(r) 答 有 个 很, 即 大 中 x) 完 全 分 解 为 一 次 央 式 。 

因为 + 不 是 特征 倍数 . 则 微 商 zz 不 为 零 ,而 nx"! 只 能 有 根 0. 而 0 不 是 a"……1 的 根 , 故 
h2" 与 "一 1 太公 共 根 ,根据 8 3 定理 3.7 一 1 无 重 根 。 

分 网 多 项 式 @.(z) 是 整 系数 多 项 式 . 拒 系数 当成 下 中 元 素 市 天敌 域 上 的 多 项 式 .这 就 
只 确定 了 域 上 请 上 的 第 ， 个 分 辆 多项式 。z 一 1 = [gm 人 Gy 式 是 整 系数 多 项 式 之 问 的 一 个 
等 式 , 因 而 在 F[x 中 仿 能 成 立 - 

定理 4 设 % 不 是 五 的 竺 企 轩 倍数 .并 没 @,(. 疏 在 下 中 有 恨 . 丁 是 ,中 栓 有 个 n 深 单 
位 根 , 它 们 迹 秋 法 下 作成 “个 二 死 循环 性 .其 市 gk) 个 生成 元 素 怡 是 名 (2 的 所有 的 想 。 

证 骨 ; 设 二 是 2(x) 在 瑟 中 的 任意 根 .下面 证 二 的 周期 为 8。 由 于 入 (1 是 六 一 1 
羡 恨 .因而 全 ==1. 设 $ 的 周期 为 £ 则 .很 定 这 #2. 国 为 如 二 1 所 由 应 是. 一 7 的 恨 。 但 

2- 1 | ls) 
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此 式 右边 没有 多 .《x) ,而 关 既 是 闻 一 ] 的 根 又 基 @B,(z) 的 根 , 所 以 xz" 一 1 的 重 根 : 矛 居 : 所 以 有 
的 周期 为 ns 所 以 1,8, 主 ,… .6 是 个 不 同 的 nm 次 单位 浪 , 但 xz"~1 最 多 只 能 有 ?个 根 .所 以 
F 中 恰 有 nn 个 4 深 单位 根 , 因 & 的 周期 为 4, 所 以 在 弱 法 下 作成 ~ 个 元 循环 群 , 量 多 (x) 的 任 
意 根 是 此 群 的 一 个 生成 元 素 ; 今 元 循环 群 只 有 glx) 个 生成 元 素 , 所 以 @.(x) 的 恨 恰 是 所 有 
的 生成 元 素 。 

此 元 符 环 群 的 生成 元 素 也 象 在 整数 域 中 一 样 叫 本 原 :次 单位 根 。 

注意 复数 域 中 用 次 单位 根 策 法 循环 群 p00) 个 生成 元 素 定义 到 (CTr) ,然后 证 是 整数 ,现在 
反 过 来 , 因 整 系数 而 在 域 忆 中 有 意义 ,再 米 证 它 的 gb) 个 恨 如 果 存 在 ; 仍 是 x" -1 的 = 次 单位 
根 乘法 循环 群 的 生成 元 素 。 

例如 ,在 Rs 二 {0,1} 上 看 让 一 1 一 0 的 根 ,一 1 二 (x 一 1) (zx: 十 x 十 1) :而 x 十 + 十 1 是 质 式 、 
玻 x 一 ] 在 R, 中 只 有 一 个 根 ,没有 三 个 三 次 单位 根 。 现 在 找 域 K 汪 R, 使 KK 中 有 三 个 三 次 单位 
根 , 引 入 记号 a, 希望 它 是 一 1 的 根 ,日 a 关 1。 因为 一 1 一 0, 即 (oe 一 DD(e 十 q+1) 王 0, 但 a 关 
1 ,所 以 十 4 十 1 二 0, 伐 出 天 如 下 : 


K= {010.0} 
天 中 乘 加 如 下 
十 0 1 a or 
0 0 | 1 a 他 
1 1 0 oa a 
台 a 到 在 1 
a a a 1 0 


习 是 
1， 求 (x) 
2， 了 是 质数 时 , 式 Fplr)o 
3， 了 是 上 质数 时 , 式 DF (2), 
于。 此 攻 > 次 单位 下 时 ,证明 
[a, 当日 一 1 
pi 名 -一 1 
人 lv, 当 9 关 1 
5, 设 敬 和 #1 互 质 ， 
已] 。 wm 


是 所 有 :x 次 单位 根 ， 


是 所 及 次 单位 根 . 求 证 : 
ee 
便 是 所 有 mr 次 单位 根 。 
6， 说 明 任意 复数 a 怡 有 nu 个 i 次 方 根 ， 若 Ye 代表 a 的 一 个 nn 次 方 棋 . 其 余 的 和 次 方 
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根 是 哪些 ? 
7， 本 节 中 研究 次 单位 根 时 假定 下 的 特征 不 整除 n*。 没 有 这 个 假定 时 怎样 ? 


36 有 限 域 


定义 ”只 有 有 少 个 元 素 的 域 称 为 让 限 域 ;或 Galois 域 。 

命 四 有 痕 域 其 特征 必 是 质数 p。 

证 明 : 若 不 然 ,特征 为 0, 将 包含 R, 为 最 小 子 域 ,但 R, 元 素 无 限 多 , 子 盾 于 有 限 域 定 义 。 

引 理 ”有限 域 下 ,元 数 gy, 则 其 中 g 一 1 个 非 等 元 球 适 合 方程 zx: 一 1 一 0, 全 部? 个 元 素 适 
合 方 程 z' 一 二 0。 

证 明 : 夺 域 FF 中 gq…1 个 此 零 元 做 成 的 屎 法 群 .其 中 任意 元 4 适合 a"!=1, 即 适合 方程 
x! 二 1, 移 项 即 是 x"! 一 1 一 0( 在 群 中 可 说 任意 元 适合 x"=1 不 能 移 项 得 x* 一 1=0)。 将 x"! 
一 |=0 两 边 条 ,得 x 一 + 二 0, 则 g 一 1 个 非 零 元 仍 送 合 , 而 零 也 适合 。 

定理 1 有 限 域 下 ,元 数 g, 则 g 一 1 个 非 零 元 是 所 有 g 一 1 次 单位 根 , 所 有 元 是 闻 一 x 一 0 的 
根 。 
证 明 : 引 理 已 证 是 4 一 1 次 单位 根 ,还 须 证 是 “全 部 ”, 因 xz! 一 1=0 是 4 一 1 次 ,根据 #3 定 
理 2, 最 多 有 9g 一 1 个 根 , 故 它们 是 全 部 的 9 一 1 次 单位 眉 ， 各 理 的 所 有 元 素 愉 是 x? 一 x 的 所 
有 的 根 。 

例如 ,天 二 GF(2) 二 {0,1.0,0) ,元 数 是 4。 其 中 3 个 非 零 元 是 x 一 1=0 的 根 , 且 恰 为 全 部 
三 个 三 次 单位 根 , 所 有 元 适合 +: 一 + 一 0。 

又 如 ,Rs 二 {0,11,2,3,4} 

ZX:112,3,4 
Tl ,dd4,1 
zt:1y1.1:1 
其 中 4 个 非 零 元 是 xz'- 1=0 的 根 且 是 全 部 四 个 四 次 单位 根 ,所 有 元 适合 x 一 z=0。 

定理 2 下 的 ga--1 个 非 0 元 素 在 飞 法 下 作成 一 个 a -1 元 循环 群 ,其 we 一 1) 个 生成 元 素 
座 是 必 _,Gz) 的 所 有 的 根 。 

证 明 ;( 引 用 .上 节 定 理 4, 取 定理 4 中 4 是 g 一 1) 

先 说 明 & 一 1 不 是 p 的 倍数 。 

阁 不 然 p19 一 1, 这 时 f(x) 二 x 一 1 的 微 商 户 (z) = 一 0, 于 是 f(x) 的 所 有 根 就 是 (x) 的 
根 ,从 而 是 公共 根 。( 恨 据 $3 定理 5) 这 些 根 都 是 重 椒 , 但 定理 1 证明 中 已 说 明 这 些 根 是 玉 中 
非 演 不 同 元 素 . 不 是 重 根 , 所 以 疡 不 整除 一 1。 

再 说 明 @,_,(z) 存 下 中 有 根 。 

因 w' 一 1 = [1 ®t) = B,D 2) 

吉 19 一 上 
左边 在 上 有 gi 根 ,而 这 4g- 1 个 根 分 别 是 右边 各 Bx) 的 根 、 其 中 Bjtr) 有 9g 一 1 个 ， 
故 有 根 , 所 以 定理 2 得 证 。 

这 是 关于 有 限 域 的 重要 结果 ,证 明 方 法 有 不 同形 式 , 这 里 是 用 前 节 定 理 4 证 明 的 .定理 4 
涪 深 单位 谍 群 是 循环 群 ,而 本 节 定 理 1 说 有 限 域 乘法 群 是 单位 根 群 

例如 ;天 =CGF(CI 一 01 的 非 零 泡 的 集合 :1.evo5: 是 循环 嫩 ,生成 元 co 是 本 Ca) 
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二 二 十 1 的 根 。 

义 姻 ,Rs 二 和,112,3,4} ,11.2.3.4) 是 循环 群 ,2 是 个 生成 元 ,因为 2=2,2*=4,2=3， 
2 二 1, 另 一 个 生成 元 是 3, 它们 都 是 Bx) 二 2 十 1 的 根 。 

以 下 讨论 存 限 域 的 构造 。 

设 环 是 有 限 域 ,元 数 9 ,特征 质 数 加 ,于 是 有 最 小 域 RSF, 将 多,-; (xr) 看 做 R,; 上 的 多 项 
式 , 设 它 的 一 个 不 可 约 困 式 是 更 (z) ,次 轩 (x) 二 因为 47 一 1=B (人) 二 业 (r)…、 
左边 有 g 一 1 个 单位 根 ,右边 更 (zx) 分 到 nn 个 ,所 以 亚 (x) 有 及 个 根 都 在 F 内 。 取 多 (zr) 的 一 个 根 
6, 因 B(x)== 轨 (zx)*… ,定理 ?2 已 证 -1(x) 的 根 都 是 本 原 的 ,是 罗 (xr) 的 根 ,当然 也 是 多 ,-， 
{zx} 的 根 , 故 和 是 一 个 本 原 9 一 i 次 单位 根 。 规定 ocf (xz))=f( 人 是 Re[LxrJ] 到 FF 的 映 躺 。RsL7] 
是 最 小 域 R, 生 F 上 的 多 项 式 环 ,其 中 元 素 号 多 项 式 ,对 任 A(x)E R[x], 则 它 在 so 下 的 莹 是 了 
0$)。 其 中 由 取 法 知人 $$ 玉 ,因此 fC) 指 的 是 用 代入 , 按 域 下 中 运算 求 得 的 入, 故 /外 EF。 
下 面 验证 同 态 性 : 

olf (xz) + gz) 一 了 (GE) 十 8 人) = ef — olg(x)) 
of Tr) = fg = olf (2))a(g (x)) 

所 以 知 o 蚌 同 态 映射 , 且 此 同 闵 是 到 下 上 的 ,事实 上 ,对 于 下 中 0:R,[r] 有 零 多 项 式 , 则 (ao(0) 
二 0, 所 以 0 有 原 象 ,再 看 下 中 非 零 元 ,因为 4 是 本 原 g 一 1 次 单位 根 , 即 是 乘法 循环 群 一 个 生成 
元 ,; 故 中 任 非 零 元 可 写成 名 ,相应 有 多 项 式 z' ERsLrj, 使 得 oCx')== 售 .所 以 go 是 RaLzj 到 下 
上 的 同 态 映 射 。 

下 面 我 们 来 说 明 任 意 域 尺 上 多 项 式 环 肪 [z] 是 主 理想 环 , 即 其 中 任意 理想 是 主 理想 . 

证 明 : 设 太 尾 FLzr] 的 任意 一 个 理想 .显然 , 若 其 中 至 少 二 个 元 豆 , 则 X 中 非 1 多 班 式 必 
有 次 数 最 低 的 , 取 一 个 设 为 e(r), 考 邢 它 生成 的 理想 。(p(z)) 一 pP(z)5F[zj,p(zIFLzJSN 显 
然 , 另 一 方面 ,对 任 /x) EN，, 有 带 余 队 共 (7) 二 g (rob 十 r(7) 次 rz 区 次 pr) 而 r(z) 
三 f(T) 一 gr)p(r)EN, 而 NN 中 plzx) 次 数 最 低 , 所 以 挫 能 r(z) 二 0. 这 样 f(x)=q(x)p(x)Ep 
C7YF[2], 所 以 ,N 忆 ol)F[z], 故 N=p(xz)F[Lr]. 即 NN 是 主 理想 ,从 而 RLx] 也 是 主 理 想 环 。 

我 们 已 证 o 是 RsLrj 到 下 上 的 同 态 映射 , 则 同 态 核 NN 是 Re_xj 的 一 个 理想 ,因而 是 主 理 
想 。 设 它 由 v(x) 生成 , 则 NN 二 px 二 pz)Rs[x], 按 《和 取 法 , 知 风 (6)=0, 因 为 z( 歼 (7))= 儿 
(6) 一 0; 所 以 ,CDEN,;, 即 plz Wt), 但 入 (tx) 不 可 约 , 所 以 ol(x) 或 是 常 元 数 或 与 多 (x) 相 
通 。 苦 px) 是 常 元 数 , 则 R[x] 中 任意 多 项 式 都 是 它 的 售 式 ,就 都 在 核 中 ,于 是 在 c 下 全 为 0， 
这 了 矛盾 于 = 是 到 忆 上 的 同 态 映 射 , 这 去 明 2(z) 只 能 与 区 (z) 相 通 . 所 以 此 同 态 的 核 是 R,Lz] 中 
主 理想 亚 (x)R,[x]。 因 此 

FRLri/APTR, LY]) 

从 另 一 角度 也 可 以 说 明 只 [zj 更 C) 有 [rz 是 域 , 因 为 更 (z) 是 质 式 .由 82 习题 5 知 .W(x) 
R[x:] 是 极 六 理想 。 答 恨 据 第 六 章 $6 定理 10 知 .R,[x]/A( 严 (2)R,[z]) 是 域 。 

例如 ,全 :[x] 中 天 B(x) 二 x 十 x 十 是 质 式 .tx 二 +7 十 1)Rs[x+] 是 极 大 理想 。 册 R[x]/ 
下 十 7 一 1)R;Lr]) 是 域 . 记 为 开 。 域 下 中 元 崇 是 只 :[2] 中 多 项 式 , 撤 人 2 十 z 十 HR:[a] 划 分 的 
璋 余 类 有 和 多少 个 呢 ? 可 看 模 民 十 x 十 ! 有 和 多少 不 同 代表 元 . 凤 看 任意 RR:[r] 中 多 硕 式 用 :一 2 一 
1 深 所 得 余 式 . 因 余 式 次 数 过 2, 知 余 式 只 是 0.1.x.1 十 x. 故 有 四 个 剩余 类 .其 中 送 算 可 通 讨 代 


er eg 


r= 


1 法 
Ek 
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对 比 前 面 曾 举 的 便 子 .天 一 GCF23) 一 :101aa2 可见 对 应 0e0,lr*l,aeroez 十 1 是 同 构 
的 ， 人 GP, 

一 般 地 .如 虹 针 (x) 是 R[x 中 质 式 , 次 生 (r) 二 ,和 镜 余 类 域 正中 代表 元 可 到 所 有 低 于 > 
次 多 项 式 , 即 形 为 a 二 wr-ix" 1 其 中 .ER 每 个 a; 有 pp 种 取 法 , 放 共 有 这 样 多 项 
起 个 , 伯 任 意 有 限 域 同 构 于 这 可 域 ,所 以 任意 虞 元 数 为 六 

下 面 我 们 米 让 明 : 特 从 质数 p 钓 有 限 域 * 中 任意 元 素 可 唯一 表 为 如 下 形状 : 

Qo 二 EE RR, 

证 明 :; (1) 先 证 能 表示 

F 中 的 9 能 表示 ,只 人 须 取 ao 一 a: 一 … 一 ce- 一 0 即 可 ; 

现在 看 «所 ,ga 关 0 ,因为 a= 训 ,可 看 做 了 x) 二 z+ 以 代入 的 什 (以 (zz) 除 f(x) 可 
有 带 余 除法 ， 

Jr) 二 gD) 轨 (2) 十 rr) 次 rz 二 次 轨 () = 

以 $ 代 入 得 了 (=r( 介 , 现 对 任 a== 信 = 了 (人 二 7; ,已 是 要 求 形 状 , 能 表示 得 证 。 

(2) 证 表 法 唯一 

设 szr)E 玉 [xz 次 sz)< 而 有 5 一 rr ,党 证 明 sx)=r(x)。 

因 (6) 一 s(8)=0 根据 c 的 定义 知 ， 

gftrfz) 一 SCr)) 一 7 -2) 一 0 

压 rtz) 一 s(z) 在 o 的 术 炎 (x)R,[zj 中 : 故 灾 C(tr) sa 但 侈 更 (一 xz> 次 (Cr(c)-， 
人 (z)). 故 只 能 >(zr) 一 sr) 一 0 所以 sz 一 rz) 。 

例如 .有限 域 CF(25 一 1,oe2 由 心 是 更 (z) 在 有 [zj 中 不 可 约 因 疏 基 十 z 十 1 的 限 。 
域 中 所 有 元 可 表 成 : 


0 二 + Oc 0 
0+ la=a 
1+ Ca= 1 


1 二 te= 1 二 ax 
机 a we 
由 上 面 的 讨论 知 ,F 中 所 有 元 无 路演 碟 重 莫 地 表 成 : 
dn— ut ta, ee ! 
系数 取 自 十 民 , 中 户 个 元 素 , 每 个 位 置 有 思 各 到 法 .» 个 位 置 兴 pr 种 取 法 。 正 对 应 下 中 所 有 元 . 
所 以 ,特征 质数 的 有 限 域 元 数 必 是 p"。 
定理 3 ”有限 域 的 元 数 必 为 "的 形式 ,其 中 p 为 其 特征 ,如 果 同 构 的 域 看 作 是 一 - 样 的 . 则 
村 任意 y= 二 六 惟有 一 个 g 元 有 限 域 。 
证 明 ; 前 人 笨 话 已 证 。 后 -人 馈 证 有 肉 展会 意 (i) 存 在 性 ; (2) 叭 一 性 。 
先 证 滩 - -性 。 
设 FF, 户 中 两 个 4 一 元 有 了 腿 域 .它们 郁 包 含 R, 为 其 幸 咸 ,部 取 RR.[xj 中 的 可 _,(7) 的 不 
可 约 因 起 要 Cx). 从 而 都 问 构 于 RDx246WCOR,[2]) .所 以 .F 宇 F'， 
冉 证 存在 站 
对 低 给 质数 户 : 正 癌 数 #4 设 g 二 "我 们 未 证 明 g 无 域 存在 。 钥 然 最 水 战 关 一 01 
二 存在 .将 多， .Cr) 丰 微 民 [rj 中 多 二 式 , 没 它 的 一 个 水 可 芍 因 式 是 轨 (7) ,根据 8 ?2 避 题 
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Cr)&iLz] 是 极 大 理想 ,根据 第 六 章 % 5 定理 10,Rr[Lz (ECz) 太 [zz]) 是 域 , 记 为 开 。 

(1) 证 六 的 特征 是 质数 P, 需 证 明 1 的 加 法 周期 为 上 ,很 显然 ,因为 R[x] 中 个 1 相 加 为 
0, 少 于 个 1 相 如 必 不 为 0: 所 以 对 应 的 天 中 的 个 1 相 加 是 05. 少 于 pp 个 1 可 如 必 不 为 9, 因 
此 ,上 的 特征 是 P， 

(2) 再 证 下 中 有 8 一 1 个 g 一 1 次 单位 根 , 想 利用 上 节 定 理 4。 已 知 有 域 下 ,定理 4 中 站 取 # 
一 1 ,对 照 条 件 , 先 说 4 一 1 不 是 疡 的 倍数 ,显然 ,因为 4 一 1 一 名 一 1 不 为 为 倍数 。 下 面 应 说 明 
纪 -tz) 在 下 中 丰 根 ,只 须 说 明之 是 一 个 即 可 。Y 指 z 所 在 的 剩余 类 。 看 区 (z), 它 表示 工 按 三 
中 的 加 彝 进 行 运算 ,结果 仍 是 一 个 剩余 类 。 根 据 剩 余 类 运算 知 ,结果 应 是 亚 (z+) 所 在 的 剩余 类 
tT)。 即 守 (zx) 一 业 (z)。 再 说 明 按 平 (x)Rs[z] 划 分 剩余 类 ,多 (xz) 与 0 在 间 一 个 剩余 类 。 事实 
上 ,它们 都 在 理想 亚 (x)R,LxrJ 中 , 故 于 (x)=0。 这样 殉 (zt) 二 要 tz)=0, 这 表明 在 中 着 ,是 
多 (zx) 的 根 ; 因 此 是 B,-1Cz) 的 卉 。 所 以 前 节 定 理 4 的 条 件 满足 ,所 以 正中 恰 有 g 一 1 个 g 一 1 次 
单位 根 , 是 下 中 4g 一 1 个 莘 余 类 。 取 六 中 g 一 1 个 g 一 1 次 单位 根 再 加 上 60, 得 ,显然 元 数 g= 
p"'! 其 中 加 季 运 算 与 在 中 相同 ,下 面 验证 下 是 域 ,现在 下 中 元 满足 方程 x* 一 + 二 0, 反 过 来 zx" 
一 x 一 0 最 多 有 9g 个 根 , 故 x 二 x 是 下 中 元 的 标志 , 先 证 是 加 子 群 , 任 取 EF,BEF, 则 有 w= 
gp=B, 


{a — B= (a — AP)” 

= a . Be 
一 六 
一 & 一 六 


所 以 a 一 8EF。 
再 证 非 零 元 是 乘法 子 群 ,8 关 0 时 
Ce/ 有 = tfP = afp 
所 以 afBEF., 
故 下 是 4 二 pr 元 域 。 证 毕 ， 
今后 把 唯一 确定 的 p" 元 有 限 域 记 为 GF (p")。 
定理 4 再-_;(z) 在 民 r[e 中 质 成 罗 (z) 为 严 次 , 莹 1 所 以 六 上 有 zr 次 质 式 。 
证 明 : 现 在 已 知 质数 户 , 正 整 数 刀 ,根据 定理 3, 唯 .存在 有 限 域 GF(2r), 记 为 忆 , 其 特征 为 
户 , 对 这 个 刁 , 找 放 (z) 昆 呈 "-; 的 原因 式 ,前 面 已 设 次 更 (z) 三 “并 且 扒 出 天 中 的 元 数 是 大 ,而 
下 的 元 数 已 知 是 < ,从 而 一 关 。 
枫 如 . 间 亚 , (zx) 在 Rsix] 中 质 因 式 是 多 少 次 ? 
解 ; 因 为 7 一 2 一 1, 所 以 是 3 次 的 , 即 名 (7)= (Cx? 十 x 一 1) (23 十 zx 十 1) 
又 如 , 试 求 一 个 R, 上 的 4 次 质 式 。 
解 :2 一 1 一 15, 胡 257) 的 质 因 式 使 基 、 即 s(x 二 Ct 十 1 (xt 十 x 十 1) 
引 理 "一 1 一 lmln, + 是 一 个 文字 或 是 …… 个 大 于 1 的 整数 ,2n.n 是 下 整数 。 
征明 ; 设 4==sm 十 + ,0 这 rr 之 mw. 于 是 
rip 1 
| 
= 1)+ tr. 1) 
= DO 1) + (1) 
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(<<) 鞍 rl 则 r= 二 ,7 一 1 二 0, 上 式 表 明 1 一 111" 一 1。 
(一 ) 知 不 然 ,mm 不 整除 pyr 天 0 一 1 天 0， 

若 上 是 大 于 1 的 整数 , 则 + 一 1<1" 一 1; 

车 :是 文字 ,次 (一 1 一 所 次 (一 1) 一 六 

所 以 一 1 是 非 0 余数 。 所 以 根据 上 式 得 :"” -1 不 整除 六 1 矛盾 。 

情 如 ,2 一 112* 一 1,2' 一 1 不 整除 2* 一 1。 

定理 5 对 任意 澡 |n,GF(p") 恰 有 一 个 子 域 GF(p") ,而 这 也 就 是 GF(p") 的 所 有 子 域 。 

证 明 : 先 证 GF(p") 有 了 唯一 子 域 GF Cp")。 

因为 ma; 所 以 p* 一 11p" 一 1, 所 以 x 一 1|z* -1 一 1,GFLp") 的 所 有 非 零 元 是 一 1 
的 所 有 根 , 故 其 中 包含 xz*“! 一 1 的 所 有 祖 , 妨 同 定理 3 证 明 , 取 出 z** 一 1 的 所 有 根 , 再 加 上 
0, 便 得 GF(P") 且 由 定理 3 知 ,唯一 存在 一 个 域 GF(P")。 

再 证 是 所 有 子 域 。 

设 下 是 GFCp*) 的 任意 子 域 ,其 特征 当然 是 p, 因 而 是 GF(p") 的 形式 。 因 为 GF(p") 的 非 
零 元 是 GF(p") 的 非 零 元 的 一 部 分 , 故 在 x*-! 一 1 的 完全 因 式 分 解 中 ,GF(p") 的 非 零 元 一 定 者 
出 现 , 并 和 莱 为 x 一 1 ,从 而 xz 人 一 11x* 1 一 1 ,由 引 理 p" 一 11p" 一 1, 再 由 引 理 m1n, 可 见 .下 
只 能 是 上 述 GF(p") 之 一 。 s ” 

例如 ,全 GF(32) 中 有 没有 4 元 子 碟 ? 

解 :32 一 2 ,4 一 22 ,因为 2 不 整除 5, 所 以 没有 4 元 子 域 。 


习 ， 题 


1, GF(9) 中 的 元 素 可 表 为 a 二 by 的 形式 ,其 中 a 届 为 011, 或 一 1。 试 列 出 其 习 法 表 。 

2. 设 aEGFCp")}. 求 证 以 RR, 中 元 素 为 系数 的 a 的 多 项 式 作成 一 个 子 域 GF Cp") ,并 证 明 ， 
车 = 的 周期 为 &, 则 普 是 适合 : 

Pp' = 1(mod £) 

的 最 小 的 +。 

3， 设 4 一 轨 , 定 理 4 中 说 ,8,_1(n) 在 RLx] 中 的 质 因 式 必 是 mm 次 多 项 式 , 举例 说 明 7! 一 
1 在 尺 ,[z] 中 的 质 因 式 除 属于 B,Cx) 的 以 外 还 可 能 有 mx 次 的 。 

4、 设 9 一 所: 求证 吕 [z] 中 的 任意 如 次 质 式 必 是 环 一 的 因 式 "并 证 明 , 阅 一 > 在 只 [rz] 
中 的 任意 质 因 式 的 次 数 必 整 除 za。 

5， 对 和 任意 识 之 1, 求 证 GF(p") 上 必 有 m 次 质 式 。 

6. 在 GP(p) 中 ,规定 一 个 变换 ce 如下， 

GN) = ot 

求 让 是 GF(p") 的 一 个 自 同 构 .1.0,0… so" 是 个 不 同 的 自 赔 构 ,而 GF Cp') 也 只 有 

这 些 自 同 构 。 
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在 第 一 章 中 我 们 介绍 了 关于 集合 的 理论 ,其 中 有 等 集 的 概念 p(4), 在 pl.4) 中 有 AUB.A 
作 8 的 概念 , 且 交 ,并 可 以 看 做 (4) 上 的 两 个 代数 运算 ,这 样 (p(4),U , 介 ? 可 看 做 是 一 个 代 
数 , 这 就 是 通常 所 说 的 集合 代数 。 

在 集合 代数 中 ,运算 山 . 门 满足 等 军 律 ,交换 律 , 结 合 律 .分 配 律 , 吸 收 律 等 。 

在 第 二 章 中 我 们 介绍 了 命 古 逮 辑 , 设 $ 莽 所 有 命题 的 集合 ,于 是 ,逻辑 连结 词 和 A,V 就 可 
以 看 做 是 集合 S 苷 的 两 个 代数 运算 ,因此 (5S, A ,VJ 可 看 做 是 一 个 代数 .这 就 是 通常 所 说 的 命 
题 代数 。 

在 命题 代数 中 ,运算 A ,VY 也 满 起 等 暴 律 ,交换 律 , 结 合 律 ,分 配 律 , 吸 收 律 等 ， 

如 果 在 集合 代数 中 引进 余 集 的 概念 ,在 命题 代数 中 引进 省 定 的 概念 ,如 在 这 黄种 代数 中 都 
有 类 似 的 所 谓 De Morgan 定律 。 

从 代数 的 观点 出 发 ,我们 是 否 能 对 一 神 更 为 抽象 的 代数 系统 进行 研究 ,而 这 种 抽象 的 代数 
系统 又 具有 有 象 集合 代数 ,命题 代数 那样 具体 的 代数 系统 所 具有 的 一 些 景 本 质 的 性 质 ? 回 答 是 肯 
定 的 。 这 种 抽象 的 代数 系统 就 是 格 (Lattice) 和 布尔 代数 《Boolean Algebra) 。 

格 和 布尔 代数 在 计算 机 科学 中 有 着 重要 的 应 用 。 


$2 格 的 定义 


定义 4( 半 序 格 ) 给 出 “个 部 分 序 集 (也 : 罕 )。 如 果 对 于 任意 2E 工 工 的 子 集 ;ta 包 在 三 
中 部 有 -一个 最 大 下 界 ( 记 为 iof a.5;) 和 一 个 最 小 上 界 ( 记 为 supfa,5)). 则 称 (L, 筷 ) 为 一 个 
桔 。 

显然 ,个 序 集 是 -个 格 .但 是 ,不 是 所 有 的 部 分 序 集 都 是 招 . 这 可 从 下 面 的 图 8. 2. 1 所 示 
的 某 些 部 分 序 集 的 Hasse 图 中 看 到 。 

图 (a 是 序 集 , 也 是 格 ;tb)~(g) 是 部 人 分 序 集 ， 也 是 格 ; 图 (h), 们 0) 是 部 分 序 集 .但 不 是 格 。 

例如 ,5S={2,5} pts) 二 {$8.44a) ita 科 ;部 分 序 关 系 是 包含 于 关系 、 则 (ot5). 刁 ) 是 一 
个 格 。 

Hasse 图 十 图 (b}。 

叉 机 .Ss 二 [2.3.4.6.8.12.241, 设 也 是 整除 关系 . 则 (5;;, 帮 ) 是 格 。 

Hasse 图 是 图 (g). 

好 如 , 邻 忆 姑 -个 群 . 荆 尽 所 有 子 秤 敌 成 的 集合 : 则 工 关 于 集合 的 包含 十 关系 是 部 分 序 
亿 . 尾 取 如 .如 EI 时 然 4 和 门户 电 群生 基 14,B8: 的 稻 大 下 界 , 往 33UB 不 : 定 是 群 . 即 不 一 定 属 
于 工 。 下 面 我 们 定义 GG 中 有 与 8 生成 的 子 群 局 .规定 中 包谷 和 和 瑟 的 最 小 的 子 群 :包含 4 和 
8 的 子 群 存在 .例如 GG 本 身 就 是 :个 . 汪 . 扣 生成 的 子 群 就 是 包含 4, 总 的 所 有 子 峰 的 交集 ， 于 
是 3,8 生成 的 子 群 CELZ 是 ,的 蝴 小 上 界 。 所 以 此 工 是 格 . 
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O000 


(13) td) (e) 
(hy i 
[3 
图 8.2.1 
定义 A'( 半 序 子 格 ) 设 代 ,所 ) 是 格 ;5 是 工 的 于 集 , 即 SEL, 如 果 (S, 才 ) 是 格 , 则 称 (5， 


志 ) 是 格 民 ,二 ) 的 子 相 。 

例如 , (55. 了 D) 是 (3s, 咯 ) 的 子 格 。 

定义 BC 代数 格 ) 设 工 是 一 个 集合 ,X, 拓 是 工 上 两 个 二 元 代数 运算 ,如 果 这 两 种 运算 对 
于 工 中 元 素 满足 ; 

(1) 交 挤 律 ,a Xb=6Xa.u 提 b= 二 WDa; 

(2) 结合 律 aeX 人 XO= (taxXD xc 中 vwDB)= (Bn Pe: 

(3) 贫 收 律 :ex(e 辐 站 一 wa 四 (ex 分 一 4 
则 黎 此 代数 系统 (I, Xx , 儿 ) 为 一 个 格 。 

例如 , 设 S 是 一 个 集合 ,efS ) 是 $ 的 宕 集合 .集合 的 交 , 并 是 po(9) 上 的 两 个 代数 运算 .于 
是 .Cos) ,站 .LUD) 是 一 个 格 。 

又 如 . 设 工 .是 所 有 止 整数 集合 ,两 个 正 整 数 的 最 高 公 因 XX ,最 小 公 倍 @@ 可 看 向 是 六 上 两 
个 代数 全 算 , 于 是 , (T,X ,人 外) 是 … 人 

王 如 , 设 %: 是 一 个 正 整 数 .S, 是 的 所 有 正 因数 的 集合 , 疯 个 下 整数 的 景 高 公 因 x .最 小 
公信 外 可 着 敌 是 5$, 上 汰 个 代数 运算 .十 是 ,15,,X .四 ?是 一 个 履 ， 

定理 1 定义 笃 所 定义 的 搞 和 定义 所 所 定义 的 坎 是 等 价 的 。 亦 即 ,一 个 半 序 格 必 尾 一 -个 
代数 氛 ; 反 之 亦 然 。 

证 明 ;(0) 车 ( 工 . 坊 ) 是 - -个 半 序 格 , 规 定 运 算 p=supiabpicaXb=inf{u.6'。 轩 最 小 上 
界 和 最 太 下 界 唯 确定 .所 以 这 样 规 定 的 鲜 , x 是 工 上 的 丙种 二 元 代数 运算 ,可 以 证 明 x . 命 
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满足 交换 律 ,结合 律 , 吸 收 律 。 我 们 只 证 吸收 律 ; 
aX (aPBl)=a 
因为 aX (aD) 是 a 与 (a 狼 5) 的 最 大 下 界 ,所 以 ax (a 狼 站 a; 另 :方面 .由 于 4aia 志 {a 外 
录 : 所 以 ,a 是 z 与 (a 划 b) 的 下 界 , 而 2X(a 纵 b) 是 4 与 (2 多 5) 的 最 大 下 办 ,所 以 aRa x (ua 失 6}、 
所 以 a 二 2X (qa 力 8)}。 因 此, (上 ,Xx ,四 ) 基 一 个 代数 格 。 
(2) 在 上 上 定义 一 个 关系 二 如下: 
ubea Xb=a 
下 面 证 志 基 一 个 部 分 序 关 系 。 
反 身 性 ;因为 aXa 一 a X (4 扒 {aXa))=a( 吸 收 律 ), 所 以 aS&a; 
反对 称 性 ;车 有 a 所 5,6 所 a;, 则 应 有 aXb==a.6Xa 二 5 而 aXb= 二 bXal 交 换 律 ) ,所 以 a=6; 
传递 性 ;和 车 2 所 5 ,5 入 a ; 则 应 有 aXb=asbXr=6, 所 以 aXc=(aXXc=aX (bXe)=aX 
5 二 a (结合 律 ), 所 以 a&c。 
故 所 是 一 个 部 分 序 关 系 。 
(我 们 也 可 以 这 样 定 义 志 关系 .aba 中 b=) 
不 难 证 明 ;a Xb 二 a 和 ab=5 
(一 ) 若 axXp=a, 则 
aPDI= (a XDBb=» 
(二 ) 车 a 四 =b, 则 
aXbhb=ax (dB =a 
因此 ,对 任 读 4,5EL， 
aa 去 4 四 5 一 
下 面 证 在 关系 委 下 ,任意 二 元 有 最 大 下 界 就 是 wX2 ,任意 二 元 有 最 小 上 界 就 是 <(D5。 
证 明 :; 由 吸收 律 a 名 (a X5)=a 
bP laxb)}=p : 
由 DaXb&a ,由 加 (aX5):&5, 所 以 ax5 是 a 与 5 的 下 界 ,车 又 有 c, 是 a,5 的 下 界 ,; 即 < 
QC 上 DD, 需 证 ce 忒 a Xb, 即 需 让 (2X0) Xec==c。 
因为 eXt=c 关 te 围 fcXxe)))=c. 所 以 cXe=e, 所 以 
(XXXe (a xb) Xe xe) 
= XX xe) 
一 5XC 


= 


全 


所 以 aX& 是 4,6 的 最 大 下 界 。 

类 似 训 证 :supfa ,一 < 四 

所 以 .代数 格 ( 工 ,X, 昌 ) 是 一 个 半 序 格 ,证 毕 。 

给 出 “个 半 序 格 ( 忆 . 委 ): 则 与 其 等 价 的 代数 档 ( 工 ,X ,四 ) 中 ,x ,出 分 别 是 半 序 所 下 的 最 
大 下 界 和 撕 小 上 办 运算 ,反之 ,给 出 代数 格 (L, x . 命 ) 与 其 等 价 的 半 疗 格 的 半 序 关系 是 up 局 
dX 二 4 或 a6=5。 在 证 崩 过 程 中 ,我 们 证 出 了 等 守 律 ,exe 一 aa 外 co 以 及 ab 于 a X45 二 
asscd 人 6 一。 

定义 B (代数 子 格 ) 设 (L.x, 转 ) 是 一 个 格 ,S 是 工 的 -个 子 集 .(8. 久 . 命 ) 称 为 {L.X， 
多 ) 的 一 个 子 属 , 当 且 仅 当 在 运算 x ,四 下 .5 是 封闭 的 。 
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命题 《5S,X, 合 ) 是 代数 格 (L, x . 印 ) 在 定义 访 意 义 下 的 代数 子 客 S58CL 有 (3. X ,全 ) 


是 代数 格 。 
证 明 ; 之) 按 定义 B',S 守 工 , X ,四 运算 封闭 , 须 阅 明 8 中 满足 定义 好 中 的 三 个 算 律 ,但 因 
在 上 中 满足 , 故 在 5 中 满足 。 


《二 )(5 ,XX ,人 久 ) 是 代数 格 , 当 然 要 求 运算 封闭。 

例如 , 《S24:X, 书 ) 蚌 代数 格 , 与 之 等 价 的 举 序 格 为 (S56,D), (56, X 四) 是 代数 下 格 ,(3s、 
口 ) 是 半 序 子 格 。({1,2,3,12} ,号 ) 蚌 灶 序 子 格 . 伺 不 是 代数 千 各 。 因 为 ?四 3=6, 不 封闭 。 

结论 : 设 二, 委 ) 是 一 个 格 ,与 其 等 价 的 代数 格 悬 (7 X , 申 ) ,5 是 工 的 一 个 子 集 。 

01) 车 4S,X ,四 ) 是 (7 X , 转 ) 的 代数 子 格 , 则 (S ,所 ) 是 (ZL, 志 ) 的 半 序 子 格 。 

(2) 车 (S , 委 ) 是 ( 代 : 志 ?的 半 序 子 格 , 则 43, x ,四 ) 不 一 定 是 ( 民 ,X .图 ) 的 代数 子 格 。 

例如 , 设 (元 , 秋 ) 蚌 如 图 8. 2.2 的 一 个 格 , 取 9 一 tal， 
azsQ4s46): 则 (Si ,过 ) 是 ( 工 , 坪 ) 的 半 序 子 格 ,(S1, X ,加 ) 是 
(了 ,X , 田 ) 的 代数 子 格 ; 但 取 3, = (aaiatyas): 则 (9S:， 
魏 ) 仍 基 (F, 失 ?的 半 序 子 格 , 但 43 X ,外 ) 不 是 CL,X ,人 D) 
的 代数 子 格 , 因 $: 中 看 azyet 最 大 下 界 是 ca, 如 按 此 规定 
caXat 一 如 则 与 原 上 中 运算 不 一 致 ,与 (9:， 笠 ) 等 价 的 代数 
格 由 必须 起 Xes=es 已 不 是 人 X , 旬 ) 的 代数 子 烙 。 一般 
地 ,任意 代数 系统 的 子 系统 要 求 对 原 系 统一 切 运算 封闭 。 

例如 ,Klein 群 鼠 的 所 有 子 群 做 成 的 格 工 , 设 G= ie.a， 
be), 工 二 及 ,日 ;,HasG), 拐 看 忆 的 所 有 了 集 做 成 的 晤 集 格 ip(tG), 己 ) ,就 集合 的 包含 于 关 
系 来 看 ,二 是 wlG) 的 子 集 ,在 包含 于 关系 下 . 半 序 格 工 是 plG} 半 序 子 格 ;就 代数 格 看 ,上 中 与 。 
(CC) 中 运算 不 同 ,所 以 工 不 是 54G) 的 代数 子 格 。 


图 8.2.2 


习 题 


1. 设 5 是 了 所 有 命题 作成 的 集合 ,说明 5 在 什么 运算 下 作成 代数 格 , 在 什么 部 分 序 下 作成 
半 序 格 。 | 
2. 设 人世 ,X 加) 是 一 个 格 ,abE 工 。 令 
Ss= {rir€ELa 人 cr 
其 中 所 是 与 ( 工 :;X : 印 ) 等 价 的 半 序 格 中 的 部 分 序 , 证 明 :(S .x ,四 是 工 的 子 格 。 


?3 格 的 性 质 


定理 1 设 ( 亿 , 委 ) 是 一 个 格 :a 如 总 亏 中 任意 元 素 , 证 是 
dR bd KPa 
ew Bb =) 
证 明 ; 在 $2 定理 1 的 让 明 讨 答 可 以 得 并 此 结论 。 
定理 2 设 ( 工 . 运 ) 是 -一 个 络 ,u.b.c 蚌 工 中 任意 元 素 . 如 果 5<c. 则 有 
uxXpbaaxXe 


daDBIeae 
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证 明 ; 因 为 6c, 及 以 由 定理 1 条 


yxXr=p 
又 因为 
(axXDXxXCGxO- (axa)xbxo) 
一 QX (bx ce) 
=aXxb 
由 定理 1 知 : aXasSaeXec 
同 理 可 证 < 中 ose 个 - 


定理 3 设 ( 工 , 委 ) 是 一 个 格 ,a,,c 是 工 中 任意 元 系 , 于 是 有 
4BYXNRBNDxX Be 
ax)Btaxd) 人 ax BBe) 

证 明 : 因 为 a@V,a 夸 aCBe: 所 以 ,由 XX 的 定义 知 

a (DN xX (Be 


又 因为 
Xer 扫 二 0a 田 ? 
xXr 扫 ec 扫 2 四 - 
所 以 , 骸 由 义 的 定义 知 
| bxe(aB) x uD 
所 以 


BVXj) 和 RDBD)xX(aBe) 
同音 可 证 另 一 不 等 式 。 
定理 3 证 出 4 狼 Wxo) 和 (a 图 5)X (a 名 ec) 成 立 , 但 皮 过 来 不 一 定 成 立 。 请 读者 给 一 反例 。 
这 说 明 在 任意 格 中 没有 分 配 律 。 
定理 4 设 (L, 态 ) 是 一 个 格 ,a:byc 是 工 中 任 总 元 素 , 于 是 
as ta 和 (人 Xe) 区 问 X Or) 
证 明 ; 若 as , 则 出 定理 1 知 :a 旨 b= 再 由 定理 3 知 
aDExXOSaDD x (Do 
=X (aPBe) 
反之 , 若 4 合作 XS5X (4Be}, 则 由 名 的 定义 知 
0 之 4 旨 人 Xec) 
出 X 的 定义 知 
tx (POR, 
所 以 a 所 5。 
定义 设 {L,X; 田 ) 和 (S.A.V) 是 两 个 格 , 工 到 5 内 的 映射 g 称 为 亿 ,x . 合 ) 到 (5 .A\. 
V ) 的 格 同 坊 呐 射 , 如 采 对 任意 .5E 工 ,都 有 
Hla Xb) = ga) A rhb) 
22 Dh = gla) V #6) 
格 工 到 上 内 的 回 态 遇 壬 称 为 格 的 自 忆 坊 映射 , 若 & 是 工 天 SS 上 的 同 态 映射 . 旭 是 一 对 -的 . 则 
称 8 是 格 同 构 映 射 , 并 你 格 上 与 格 人 是 间 构 的 。 
显然 , 格 的 同 构 映射 g 必 存 在 其 道 映射 ,gg 并且 对 EYES 有 
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KB 182) 一 全 ZE CY)}— yo 
定理 5 设 ( 工 ,X. 铝 ) 和 (8S. 信 .VY ) 尼 两 个 格 ,集合 L 上 对 应 于 运算 X ,人 的 部 分 序 为 坟 ;. 
合 S 上 对 应 于 运算 入 ，Y 的 部 分 序 为 所 :, 如 果 & 是 工 到 S 内 的 同 态 映 射 , 则 g 是 保 序 映射 。 
亦 即 ,对 性 意 a ,bEL, 基 0 (0) 和 (Bb) 
证 明 :因为 a 坊 :peSaXb 二 a ,所 以 gtaxB)=g(a)。 而 
Ba Xb) gla) A gD) 
= g(u) 
故 gta) 扩 sg (65)。 
本 定理 的 道 定理 不 成 立 , 即 保 序 不 一 定向 态 ( 习 题 5) , 若 双 保 序 , 则 同 构 (习题 9)， 
定理 6 设 尼 ,X: 弗 ) 是 一 个 格 ,g 是 此 格 的 自 同 态 上 映射, 于 是 g(L) 是 (L, Xx . 曙 ) 的 子 格 
{定义 B')， 
证 明 : 任 取 gt 工 ) 中 两 个 元 素 ,a', 矿 ; 见 必 有 aE€L,bEL, 使 得 
cl = gla) yb = g(8) 
因为 g 是 格 ( 工 , Xx ,外 ) 的 自 向 态 映 射 (运算 一 样 ), 所 以 
a Xb =g(4) XSD) = gla Xb) EE gL) 
Dl = g(a) Betb) = ga Db) E gtL) 
即 在 运算 X , 狼 下 ,gs (ZL) 是 对 半 的 , 故 (g(L) ,XX , 田 ) 是 ( 工 ,X ,全 ) 的 子 格 。 
定理 7 没 (L,X, 旬 ),(S，A,，V) 是 两 个 格 ,着 g 是 工 到 8 上 的 同 鬼 映 射 , 则 & 的 朔 映射 
g! 是 S 到 上 上 的 同 袍 映射 。 
证 明 : 显 然 z "' 是 5S 到 上 上 的 一 对 一 上 映射 ,以 下 证 &7! 是 同 态 映射 即 可 。 
任 取 a .ES, 邻 g(a) 二 gy-1()=4, 于 大 
g(a) 一 起 人) = 
所 以 
gd Av)= gg (g(a) 六 区 (有 )》 
= gl(g(a X01)) 
=axXxnh 
= ga ) X gl’) 
辣 理 可 证 :g(a' Vb) 一 ga Dg 1b)。 
故 g"' 是 S 到 上 的 癌 构 映射 。 
推论 者 格 ( 工 ,X . 鲜 ) 和 格 (S ,A ,VV ) 同 构 ,g 是 其 周 构 缺 射 。 则 对 工 中 任意 两 个 元 素 < 沁 
有 
a htsg la) Ce gD) 
其 中 穴 ， 妆 9 分 别 是 集合 元 ,5 上 对 应 十 运算 .从 的 部分 序 关 系 。 
根据 定理 5 及 定理 7 不 难 证 咀 此 推论 ， 
例如 - 令 工 == 沪 :1} ,规定 4 委 上 风 已 , 拉 ) 是 一 个 格 ,并且 令 (二 ,人 ,V ) 是 与 之 等 价 的 代数 
换 . 则 A.Y 分 别 是 集合 工 中 两 个 元 索 的 释 大 下 界 .最 小 上 界 运算 。 今 
La iad), E Lr Tenn} 
规定 ， 
{a ) bh a Ebi = ] nh) 


四 不 难 证 明 ; (2 . 坊 ,) 是 … 个 格 . 遂 常 称 为 4 维 格 . 令 与 2", 芭 ,) 等 价 的 代数 后 为 (L", Xx ,外 )， 
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则 显然 有 
ay X Byres hs) = ay A Donsas Ab,) 
Cd) 人 
义 如 , 令 S= {sss), 则 其 贤 集 合 (p(5) ,性 ) 与 (ZL, 全 4) 间 构 。 
证 明 : 规 定 跨 射 g:p(3)orL' 如 下 : 
若 4 是 人 的 子 集 , 则 gd) 一 (eye 其 中 心 一 jsE4 一 1 
(如 4 一 (358:) 则 g(C4)=(1,1;0,0, ,0)) | 
显然 ,g 为 一 对 一 映射 。 
任 取 A,BEP(5), 设 gCA)={aye yen).g(B)= 0b) ,g(tANB) (onc) 所 g 
的 定义 ; 


ti = ls5, 所 A 
= 1 EB 
二 1% EANMNB 


所 以 ， 
一 Ta 一 1 同时 六 三 1 二 1。 
因此 ,一 ai 六 上。 所以， 
(C6) = ys) XK Chir sb,) 
基 ,g(A 门 6) 一 gF(4)X8(BB)。 
间 理 可 证 :gd4UBI) 一 SCdGE(CBI， 故 (ps 门 ,U 与 (7 X, 龟 ) 同 构 。 


习 题 


1. 设 ( 雹 ,和 ) 是 格 , 若 apceE 工 ,a 委 Sec 则 
4PBi=pxe 
(axDPBGx)- (AaBN)xXtuBe) 
2. 设 ( 工 , 太 ) 是 格 , 基 abc 人 dsab cdEL, 风 aXxcspXd apr<mBd 
3. 说 民 , 坟 ?是 一 个 格 ,证 明 ， 
(aeX 人 四 (trXa 雪 (四 悦 X 坟 引力 
{xD BexVPBEXD RB) XxX VB)X (CMa) 
- 车 (tL, 祥 ) 是 有 限 格 , 则 工 中 必 有 最 小 , 景 大 元 素 、 
. 举例 说 明 : 对 于 两 个 格 工 和 5,g 是 工 到 S 的 保 序 陕 壬 ,但 是 gg 不 是 同 态 映 射 。 
S 二 {所 有 正 偶 数 集合 } ,证 明 , (I ,DD) 与 (3,DD) 同 构 。 
- 证 明 :4 个 元 率 的 格 (L,X ,中 ) 必 阿 构 于 格 民 ,, 祥 ) 或 者 稻 (5S6.D)。 
8. 证 明 : 格 (5, 拓 ) 和 格 (0, 失 ) 同 构 , 其 中 五 是 正 偶数 集 ,O 是 正 奇 数 集 , 志 是 数 的 小 十 等 
于 关系 ,给 出 的 同 构 映 射 巧 否 是 格 {E,DD) 和 格 (O, 了 D) 之 加 的 同 构 映射 ? 其 中 局 是 整除 关系 。 
9. 设 ( 代 ,xx ,是 ),(5 .A ,VY ) 蚌 两 个 格 。 证 明 ; 若 g 是 上 到 S 上 的 一 对 一 映射 , 则 g 是 同 构 
映射 的 充 变 条 件 是 g 与 g ! 是 保 序 映射 。 
10. 设 (Lx, 名) 是 有 限 格 、 Rae 内 的 映射。 如 果 对 任意 a.5EL. 有 g(axX)=g 
Sa XGO, 则 必 有 eeE 达 ,使 得 g(e) 一 
1i， 证明:& 3 中 定理 7 的 推论 。 


人 
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4 几 种 特殊 的 格 


我 们 知道 ,在 一 个 格 里 ,任意 -- 对 元 素 都 有 - -个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 我 们 推广 这 个 
事实 。 
引 理 1 设 (Z, 共 ) 是 一 个 格 , 若 $ 是 上 的 人 在意- 一 个 有 限 非 空 于 集 , 则 S 有 一 个 最 大 下 界 
和 和 一 个 晤 小 上 和 田 , 分 别 记 为 inf S,sup 5。 
证 阴 : 设 5={ay,"…,as) , 则 扬 定 义 知 
a X a: X … Xa, 是 最 大 下 界 
4 外 oa 马 … 图 a 是 最 小 上 办 
车 5 是 无 限 的 , 则 不 对 .如 正 整 数 玉 肥 普 通 小 于 等 于 关系 , 则 (人 , 专 ) 是 格 , 取 正 偶数 集合 
E+ 是 无 息 非 空子 集 , 则 E, 无 上 确 界 ,下 确 界 为 2。 
定义 ” 格 CL, 坪 ) 称 为 有 界 衬 , 如 嵌 它 有 一 个 最 大 元 带 { 记 为 1) 和 一 个 最 小 元 素 { 记 为 0)， 
亦 即 ,对 和 任意 aEL, 都 有 0a 二 1, 其 中 0,1 称 为 格 ( 工 , 委 ) 的 剧 。 
据 定 义 , 显 然 有 限 格 一 定 是 有 界 格 ,因为 ， 
a XXa=0 
a 合 一 “Ba;=1 
引 理 2 车 (L,X, 转 ,0,1) 是 有 界 格 , 则 对 任意 a€ 上 ,人 恒 有 
4 由 0=aaxl=ad 四 1==1llaXx0=0 
证 明 留 给 读者 。 
定义 ”在 有 界 格 ( 上 ,x , 终 ,0,1) 中 ,一 个 元 素 4EL, 称 为 元 豪 a&E 工 的 余 元 素 , 如 果 
axXt=0,48Bb= 1, 
据 定 义 , 在 有 界 格 ( 工 , x ,四 ,0,]) 中 ,任意 元 素 a 可 以 有 你 元 素 , 也 可 以 没有 余 元 素 ; 如 果 
有 余 元 素 . 则 可 以 有 一 个 或 一 个 以 十 的 余 元 素 。 
例如 ,如 图 8.4.1 的 Hasse 图 所 示 的 有 和 虐 格 ,就 说 明了 上 述 这 些 博 况 的 存在 。 


1 1 4 

各 
各 A2 Xl Xz Xl 
3 
[0 
0 0 
ta eves 都 龙 东 必 未 bi 有 环北 山系 工 0 ff 的 余下 来 溃 四 :za 
图 8. 4,1 


引 理 3 在 有 界 格 ( 工 .x , 汶 ,0.1) 中 :[ 是 0 的 唯一 一 个 余 元 索 , 反 之 亦 然 。 
证 明 : 直 引 理 2 知 
UXxX1l=I.0Bl1=1. 
历 以 .0,1 互 为 余 元 素 。 
唯一 性 :车 EZ, 日 ce 关 Lt 是 的 余 元 素 . 则 
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疙 XxXr 一 00 后 < 一 1 
又 由 引 理 2 知 ， 
0 人 ce 一 c。 
所 以 + 一 1 了 矛盾 。 
:  ， 同 理 可 证 0 是]1 的 唯一 一 个 余 元 过 
定 尺 ”有 界 格 ( 艺 ,X, 申 ,0.1) 说 是 一 个 有 余 格 :如 果 对 工 中 每 一 个 元 束 ,都 至 少 有 一 个 余 
元 素 。 
例如 ,a 维 格 (上, 二 4) 是 一 个 有 余 格 ,其 中 1,==()… ,1,0 二 C0,…,0) 有 界 , (aaas) 
的 余 元 案 为 (如 ,… ,5,) ,其 中 
b= 0%u,= 1 
b=1ea=0 
i= 上， 
定义 ” 指 ( 工 ;XX ,) 称 为 分 配 柯 ,如 果 对 任意 a,5,cELI, 伍 有 
ax WB)= tax)Baxo) 
PEXxXe= uPB)x (Bo 
指出 一 点 ,分 配 格 定义 中 的 两 个 等 式 是 等 价 的 。 从 有 即 ,在 格 中 ,只 要 有 一 个 分 配 便 等 式 成 立 , 另 
“个 分 配 恒 等 式 可 以 由 格 的 性 质 推导 出 来 ,这 一 点 作为 习题 留 给 读者 。 
不 是 所 有 的 烙 都 是 分 配 格 ,例如 ,图 8. 4.2 的 Tasse 图 表示 的 两 个 格 不 是 分 配 格 ， 


图 5.4.2 


引 理 4 任意 一 个 链 都 是 一 个 分 配 格 。 
证 明 , 设 格 ( 工 , 裤 ) 是 一 个 链 ,对 acE 工 下 下面 两 种 情况 。 
(1) 2 六 Pam2c 于 是 :ca 六 5 , 故 
aX WON)=b 人 De 
而 <b 一 praXec 所 以 
(a XNBlaxXee)=De 
[2 
(2) ass 或 者 e 委 c: 不 妨 设 css6 .二 是 
4 去 作息 c) 
胡 2 (DB)}=4 而 
(axX)Duax) uD xX) =a 
散 aox Be) = (a XO Xe), 
例如 ,自然 数 关 于 整除 所 得 的 格 基 分 配 格 。 
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可 以 条 让 区 ,Gec 订 一 (Fe .fc]) 
义 如 . 笑 集 全 是 分 配 格 , 因 交 对 并 有 分 配 律 ; 同 理 n 维 者 也 是 分 角 格 . 央 与 突 集 合格 同 构 ， 
再 区 : 子 群 格 不 是 分 配 格 ,如 KKlein 四 元 群 的 子 群 格 。 
定理 ] (De Morgan 定律 ) 设 ( 工 , X , 印 ) 是 一 个 分 配 格 ,对 任意 元 娄 a,5, 若 2.5 有 余 元 
素 a ,2 : 则 
(a xX) =a Be 
(QD =a XH 


证 明 : 因 为 
(OOXX 
— (a BI Ba xX tu 人 DO 
= (Bx aDBI1)=1xX1=1 
而 | 
ta Ob) X (Ca x b) 
=(a Xaxb)Bb xaxb) 
=(0XDBO0xa) 
=00=0 
由 人 鲜 元 素 定义 知 ， 


: (a Xb)' =a BB 
同班 可 证 另 一 等 式 。 

定 尺 ” 设 (z; 丢 ) 是 一 个 格 , 对 任意 a:ocE 工 ,如 果 ao, 部 和 

a 人 DEVEX) = (aDBe) 

则 称 t 工 .入 ) 为 模 格 。 

显然 ,任意 分 配 格 是 横 格 。 

例如 , 群 G 中 的 所 有 正规 子 群 作成 的 格 基 模 格 。 

(1) 设 上 G 是 群 ,4, 召 是 其 正规 子 群 ,定义 AB= [zy| (rE A)YA(yEB)}, 则 AB 也 是 6 的 
下 规 子 群 。( 尝 实 上 是 4,B 生成 的 子 群 )。 

证 明 : 普 先 ,4B 是 子 群 (第 六 章 $ 3, 当 题 6)， 

往 证 对 任 gEG,g4ABg ' 导 4B, 对 任 gEG, 任 取 yEgC4B), 设 w=gab' 其 中 aE4.5E 
了 B, 因 为 4,B 是 正规 子 样 ,所 以 ,gb 二 ugb 二 qbg ,其 中 EAMDEB, 散 p=gabE (AB)g. 所 
以 a(4B)C(AB)g,gABge"! 导 AR. 凤 48B 是 正规 子 群 。 

(33 设 群 G 的 所 有 正视 季 妊 的 集合 为 $, 乘 运算 规定 为 交 运 算 人 .加 运算 规定 为 (1) 中 定义 
的 莱 运 算 , 则 (5. 门 ,， ) 是 格 。 

证 明 : 首 先 满足 结合 律 .显然 

其 次 , 交 运 算 门 满足 交换 律 ,显然 。 

着 乘 运算 : 需 证 4B=64， 

任 取 PE AB.p=a5 ,其中 必 E .465E 及 因为 召 是 正规 子 群 . 床 区 史 一 证 2 和 南 反 如 1、 所 以 到 
EBA.BN ABSGBA 

间 理 B4SA48, 所 以 AB 一 Bi。 

服 后 证 满足 吸收 律 , 即 旨 证 ACANMMB) 一 4 4[ 618)= 4。 

证 前 一 个 , 任 取 EACAN 刀 .网 & 一 acvaEAscEANBCA. 折 以 cE4. 即 wyE4. 所 以 4 
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(ANB)SEA, 
任 取 jE 有 :因为 1€€4 介 B, 所 以 w=p1EA4C4 门 ) ,所 以 4 三 4(4 广 辣 ) 
即 AtA 人 从 B)= 有 4. 另 一 式 可 类 似 证 明 。 
(3) 证 (S$,n,，*， ) 是 模 格 。 
往 证 , 若 a 人 5, 则 a 中 Gx)=bX(tuBe) 
需 明 确 与 此 代数 格 等 价 的 半 序 关系 。 因 交 运 算是 集 台 交 , 故 等 价 的 半 序 关系 是 群 子 集 的 包 
含 于 关系 。 
所 以 需 证 ,对 4,B,CES, 关 AEB,NRIACGBNC)=BN (AC) 
任 取 gE4(B 人 NC), 丁 是 4 一 ad, 上 其 中 EA4.4E BNC, 当 热 4d€E B.d€EC 所 以 WE AC, 叉 
因为 a€ AESB.dEB 所 以 ,py€EB, 所 以 ,xEBNCAC) ,BR ACN BIEAONMB 
另 -方面 , 任 取 jECAO)NMB. 则 pyEAC 并 且 4EB. 令 p=ad, 其 中 a€EA.dEL, 则 d= 
4 pj; 因为 an1E4CB, 而 KEB, 所 以 a ipEB, 即 4€B. 帮 dEBNMC, 即 jy=ad€ A(BNO)， 
即 (LAON BEACCNB), 
综 上 ,4348 站 C0) 二 B 们 (4C), 所 以 是 模 格 。 
定理 2 格 (全 , 科 ) 是 模 格 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 avcE 芝 如果 a 扫 paXxc 一 bxcva 
全 c=b 旬 ec; 则 必 有 a=-2。 
证 明 :>) 若 格 ( 工 , 扫 ) 是 模 格 .如 果 2 所 5b,aXc=pxec,a 凶 c= 二 65GBc, 则 
a 一 2 四 (Xec) 
一 4 四 心 xXc) 
= 六 Xe 由 cc) 
=bx WD 
一 由 
夺 ) 要 证 是 模 格 ,应 证 满足 若 a 志 5, 旭 有 a 钱 ( 收 Xe) 二 bx (由 c) 
由 上 节 定 理 4, 可 知 因为 z 坟 51 则 a UX)SbX (ue)。 
设 z=a(bXe) ,y=5X (uD) 
已 有 zx 所 3; 需 证 x 二 y; 由 已 知 可 知 , 只 须 证 z Xe 一 y Xer 命 c= y 折 e 
国 为 ,x 二 BGXV)D=aD WXIOV) = 而 由 a SX (Be = y. 
BP ge vBess (BBc=aDe, 上 让 yDe=aDe, 所 以 zxBc=y 甲 c。 即 若 ub, 则 zr 全 c= 四 
cs 同 理 可 证 ; 当 4a 夺 5 及 ,有 X(taBe) Xe 二 (4 级 WX))Xe, 所 以 有 yxXc=xXe. 记 以 I=¥。 
定理 3 设 格 (IL, XX ,中 }) 是 分 配 格 ,对 任意 ab,cEL, 如 果 a Xb 一 6Xa,a 绷 c=5 昌 ce. 则 有 
二 志 。 
证 明 : 若 tL, X ,中 ) 是 分 配 格 , 且 exec 一 Xesa@- 一 5Ee 则 
d= dX taPB)=ax HM) 
= X60 Da xc) 
= (a bx e) 
=p x tat) 
= xXWwB)=, 
说 明 在 分 配 格 中 消去 律 成 立 。 
推论 ” 设 阁 代 .X . 合 ) 屁 一 个 有 余 分 配 格 , 则 对 任意 au€ 工 ,a 的 余 元 来 a' 是 唯一 打 ， 
让 明 : 国 (LL, Xx . 鳃 } 是 一 个 有 余 斤 . 设 忆 和 a 前 是 4 的 余 元 素 . 则 
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axXu=uXa’aDu =aBa", 
由 定理 3,a'=a"。 


习 题 


1, 让 明 : 在 有 余 分 配 格 ( 工 ,X ,四 ) 中 ,对 任意 epE 工 ,有 

a 人 ha X 一 0 

aa B=1 

Aha 
2. 证 明 ; 在 格 (I, x , 田 ) 中 ,车 第 一 分 配 律 成 立 , 则 第 二 分 配 律 成 立 , 反 之 亦 然 。 
3. 证 明 ;§ 4 中 的 引 理 1, 引 理 2。 


8$5 布尔 代数 


”定义 ”一 个 存 余 分 配 格 称 为 一 个 市 水 代数 。 

因为 布尔 代数 是 一 个 格 ,今后 将 布尔 代数 中 的 运算 X 简 记 为 . , 称 为 乘法 。 运 算 但 简 记 为 
十 , 称 为 加 法 。 因 为 布尔 代数 是 有 界 格 ,将 最 大 无 记 为 1, 最 小 元 记 为 0。 因为 布尔 代数 是 有 余 
分 配 格 , 所 以 .对 布尔 代数 中 任意 元 素 a, 有 有 唯一 的 余 元 素 a', 因 此 ,这 是 布尔 代数 上 的 一 个 一 
元 运算 , 称 为 余 运算 , 记 为 一 。 

所 以 ,布尔 代数 B, 可 记 为 (B,. ,十 ,一 ,0,1)。 今 后 ,有 时 将 a.6 简 记 为 a5。 

下 面 我 们 给 出 布尔 代数 的 - 些 重 要 性 质 , 但 这 些 性 质 之 间 并 不 是 互相 独立 的 。 

(一 ) (B,. ,十 ) 是 一 个 格 ,所 以 有 


1) aa 一 4 1 ) ata=a 

2) az 一 Pa 3) gtb=b+a 

3 {ap)r=athe) 3') (at+b)t+e=a | (上 ce》 
4) ea 十 而 ) 一 吧 和 下) at+ {al)=a 


(二 ) (号 ,十 ) 是 分 配 格 , 所 以 有 

5) ayte}= (gb) (lacy 5) 2 十 Goc) 一 (ea 十 加 Ca 十 c)》 
6) 《et 的 十 Cec) 十 ec) 一 te 十 办 1a 十 cy 地- 二 ce》 

7) 若 ab 二 ac sa 十 5 一 4 二 ic; 则 =e 

三 ) 因 (B,. ,十 ,0,1) 是 有 界 格 ,所 以 有 


8) Ou 


9) at=0 9 ) ce 十 1 一 : 

10) al =a 10') a-r0=a 

(四 ) 因 人 ,= 一 ,一 ,0. 上 是 有 余 分 配 格 :所 以 有 
11) aa==0 11') ua= | 

12) 0=1 12') 1=0 


13) (a =a2+6) 13') (a—b)=aub 
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五) (8B, 二 ) 是 半 序 格 .所 以 有 
14) ab=infia,s} 14') at+8=supia,s} 
15) apa 一 站 一 站 全 一 和 
16) a&b ab=0Rpb<aSat+b=1 
有 上 述 性 质 的 代数 系统 必 荐 布尔 代数 ,一 个 布尔 代数 , 必 有 上 述 性 质 ,但 上 述 性 质 不 是 互 
相 独 立 的 ,下 面 我 们 用 互相 独立 的 Huntington 公理 来 定义 布尔 代数 。 
定理 1 设 B 是 一 个 至 少 含 有 两 个 不 同 元素 的 集合 ,. ,十 是 定义 在 8 上 的 两 种 代数 运算 ， 
如 果 对 任意 a,b,cEB, 满 足下 面 公理 : 
Hisub=bu utd=b+a 
Hi:aldte)=tadb)— (ar) 
a 二 (be)= (Cat+h) (late) 
五;: 召 中 有 元 素 0 和 元 素 1, 使 得 对 任意 4€ B, 有 
al 一 ca 十 站 一 & 
瑟 ,: 对 任 党 a€ 8, 有 aE€B, 使 得 
人 ad 二 0 QT 二 5 一 1 
则 ( 瑟 ,，, 十 ,一 "01 是 一 个 布尔 代数 。 
证 明 ; 只 人 须 证 明 (B,. ,十 ) 是 格 ,并 日 0,1 是 最 小 最 大 元 素 ,再 由 吾 , 为 有 余 格 ,由 五 : 为 分 
配 格 ， 
要 证 尾 格 , 须 证 有 交换 律 , 结 合 律 ,吸收 律 ,我 们 分 别 只 证 一 个 等 式 ， 
(1) 交换 律 ; 由 五 : 知 成 立 。 
《2) 吸收 律 :因为 14+56 一 (1 十 6)1= (1 十 他 全 十 太一 2 十 列 一 1 
所 以 十 Ca al+ab=a(l+b)=2al=a, 
(3) 结合 律 , 先 证 在 假设 瑟 , 一 瑟 , 菜 件 下 , 若 4 十 5=a 十 cya 十 b= 二 a 二 ec. 则 =c， 
由 (a 二 (4 十 拉 ==b 寺 4a 一 5 十 0 
at ai) atc) (ate)=ct+aa=ct+0=e 
所 以 5 一 ec。 
设 工 一 etac) ,M= Cab)e 
须 证 a 十 =a i ax 十 工 =< 十 好 即 可 。 
4 十 克 一 4 十 (afbc)) 一 4 
at+M=at (la = (atad) (at+e)=ala-tc)=4 
所 以 ae 十 元 一 4 十 邓 
4a—L=a~— (a(be))=1(4 be) = to ate) 
atrM=a— (a = ta tre = l(t) (ate) 
所 以 a 十 上 二 a 十 MM， 
即 一 工 . 故 结 合 律 成 立 。 
最 后 证 有 界 性 。 为 此 需 明 确 半 序 头 系 ， 站 然 频 规定 : 


up 一 二 一 


由 五 ; 知 . 
ul 二 .得 a 入 1 


4 0=w 得 0 
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所 以 0S&a 信 1。 故 0.1 是 最 小 最 大 元 素 。 因 此 (了 3， .二 ,一 .0,1) 是 布尔 代数 、 

还 可 证 明 : 鼠 ,一 扎 , 是 独立 的 . 公理 体系 是 独立 的 . 指 其 中 任 一 公理 不 能 由 甚 余 的 公理 推 
导出 来 ,证 明 某 公理 体系 中 公理 独立 ,如 公理 4 独立 ,可 给 出 一 个 模 者 . 它 不 满足 4 而 满足 其 
余 所 有 公理 ,这 个 模型 的 存在 就 征明 了 公理 4 是 独立 的 。 我 们 省 略 这 个 证 明 。 有 兴趣 的 该 者 可 
参看 R.L,Goodstein 所 著 “Boolean Algebra"。 

例如 (电路 代数 ), 设 8 二 10,1;,B8 上 的 运算 一 …. ,一 ,如 下 表 定 义 ; 


0 ] 一 0 1 EE 

A 
0 6 0 0 0 1 0 1 
1 0 1 1 ] 1 1 | 0 


不 难 证 明 ;(8B8,. ,上 十, ,0,1) 是 布尔 代数 。 这 是 最 简单 的 - -个 布尔 代数 。 
又 如 ,集合 代数 Ce(4)， 门 ,U ,一 ,p14) 基 一 个 布尔 代数 ;命题 代数 (S,A,Y ,一 ,F.T) 
再 多 (开关 代数 ) , 设 B, 是 由 0,1 做 分 量 的 所 有 1 元 向 量 集合 。 对 任意 4,bE B,, 今 
d= (dr a) b= (bs th,), 
定义 B, 上 的 运算 如 下 ; 
下 — abrabs sr dnb) 
二 b= (十 BGs 十 Ds sd, + b,) 
a = (airasyr sa,) 
不 难 让 上 朋 : (8 ,一 ,一 0) 是 一 个 布尔 代数 ,其 中 4 表示 个 0 收成 的 m 元 向 量 ,1. 
表示 个 1 做 成 的 = 元 向 量 。 
下 面 , 如 不 特别 指出 ,我 们 在 本 节 提 到 的 布尔 代数 都 是 有 限 布尔 代数 ， 
定义 ”和 任 给 一 个 布尔 代数 (B;, ,十 ,1:0,1)。 若 B 的 -个 于 集 S 包含 0,1,. 且 (5. ,十 
一 ;0:1 仍 是 一 个 布尔 代数 , 则 称 S 为 B 的 子 代 数 。 
例如 ,4 一 teycj (p04 , 门 ,UU ,~ ,名 :44) 是 集合 代数 ， 
其 中 B= 18 ,tc) ,ab ,ia ,bre!} 是 一 个 子 代 数 ; 
C= 人 a} ey, (ac) 则 不 是 一 个 子 代 数 。 
看 做 代数 格 时 ,是 代数 季 格 ,这 四 个 元 素 也 可 以 做 成 布尔 代数 ,最 大 元 尾 {c ,2 ,但 它 不 
是 原 布尔 代数 的 子 代数 。 
又 姐 , 设 (B,. ,二 ,一 ,011) 是 任意 布尔 代数 , 则 {0,1} 是 了 代数。 
定理 2 设 (B, ,十 ，…,0,1) 是 布尔 代数 .于 基 ,B 的 子 集 5 是 8 的 子 代 数 的 充 要 杀 件 是 
5 在 运算 . ,十 ，: 下 是 封闭 的 。 
证 明 ;必要 性 显然 。 
充分 性 .者 5 在 . ,十 ,一 下 封闭 ,对 aES. 则 weES: 所 以 ae 十 ec 一 1ES.oa=0ES。 故 3 
中 有 0.1, 又 因为 SESB.S 中 元 做 为 8 中 元 也 适合 二 ~ 妃 ,所 以 3 是 子 代 数 ， 
定 尺 设 (B,. ,二 ,一 ,0.1) 是 布尔 代数 ,el ,se 是 B 中 有 如 下 和 性质 的 一 组 元 素 ，; 
对 任意 a€B. 都 可 了 唯一 地 表示 为 
Qe 二 ooes es 
其 中 或 为 间或 为 1 一 1 ,7 芭 , 则 称 @4 roe, 为 布尔 代数 如 的 一 组 基底 ,并 称 此 布尔 代数 
为 nn 维 的 。 
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显然 ,基底 中 天 0, 风车 不 然 , 有 0.0 的 系数 可 任意 而 表 法 不 唯一 

例如 .S= {a,5,c} ,看 布尔 代数 (ptS) 门 ,U ,一 :SS), 则 te toiyic; 是 基底 。 

请 读者 自己 证 啊 。 

定义 ” 设 (B,. ,十 ,一 ,0,1) 是 布尔 代数 。 阁 B 中 非 零 元 素 a 有 性 质 :对 任意 了 EB,az 或 
者 为 0, 或 者 为 4a, 则 称 a 为 布尔 代数 互 的 核 小 元 素 。 

直观 地 看 . 极 小 元 素 在 Hasse 图 中 怡 屁 直接 在 0 上 面 的 那 一 层 。 

显然 ,布尔 代数 中 两 个 不 同 极 小 元 素 ceb, 必 有 ap=0。 

引 理 1 设 B 是 布尔 代数 ,a 是 B 中 任 一 非 零 元 素 . 若 a 不 是 极 小 元 素 , 则 存在 极 小 元 素 
上 ;使 5<<a 。 

证 明 : 因 为 a 不 是 极 小 元 素 , 则 必 有 某 非 零 元 素 z, 使 得 ezo 天 0, 且 eze 天 a。 

令 ar=a: 则 aa<a。 

若 a 仍 不 是 极 小 元 素 , 则 有 非 零 元 素 zi 使 cuzi 兴 0, 且 azri 关 cl， 

令 ai 一 az 显然,as<a:。 

重复 上 述 过 程 ,由 于 B 中 元 素 有 限 , 必 存在 极 小 元 素 es 一 ,使 得 

Gi a 

所 以 6<a。 

在 Hasse 图 中 直观 地 看 , 任 盾 零 元 素 下 行 必 通 过 某 个 极 小 元 素 到 达 0。 

定理 3 有 限 布 尔 代数 的 基底 必 是 此 代数 的 所 有 航 小 元 素 . 反之 ,此 代数 的 所 有 极 小 元 素 
必然 做 成 此 代数 的 基底 。 

1) 要 证 (1) 基底 中 元 是 极 小 元 素 。 

《2) 极 小 元 素 必 在 基底 中 。 

证 明 ; (1) 设 ey,…,e, 是 B 的 基底 , 往 证 e; 是 极 小 元 素 。 

若 不 然 , 则 必 有 aEB, 使 ee 一 0 而 60 且 5 了 zi, 以 下 推出 5=0 或 5=ei 而 矛盾 。 

显然 ,5 之 ei, 故 bei 一。 

令 5 一 ae 十 … 十 ae, 再 取 c==6e,; 则 4-c 二 Beitbe;=e;; 令 

c= Bet 二 he, 
于 是 有 : 
@: =b c= 二 Bet 二 (a 二 记 )e. 
a, = B= 0 ln), 
十 局 二 Lg 二 1 或 B= 1， 

若 w=1, 则 0 一 ec, 下 后 。 

车 有 一 1, 则 c 一 上 4 即 不 :=e 所 以 6 一 0ci=2Be 一 ( 师 )g 一 De 一 0 矛盾 。 

综 上 ,<; 是 极 小 元 素 。 

(2) 设 e* 是 极 小 元 素 。 令 


© -= ee 
因为 关 0. 放 不妨 设 @ 才 0. 这 拌 .6 二 1. 因 已 证 ….e, 是 要 小 元 素 . 所 以 cej=0. 当 i 关 ; 时 ， 
于 是 


ie 二 ee = le;= t; 
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再 出 e 是 极 小 起 迪 .e 人 天 0 所 以 ee 和 好 和 = 所 以 ve 是 基底 中 某 一 元 素 。 

2) 证 所 有 极 小 元 素 估 成 基底 。 

证 明 : (事实 上 , 任 一 元 素 正好 唯一 表 为 小 于 等 于 它 的 极 小 元 素 和 ) 。 设 。.… se 是 所 有 极 
小 元 素 。 

首先 .e 一 Ce 一 … 十 le 十 … 直 (Ge， 
此 表示 唯一 : 国 阁 不 然 :,e=aet 十 … 十 aoey, 其 中 必 至 少 有 一 个 天 0 天 门 . 于 是 

0 = eej = meei 十 … 一 enel 一 oaeei 一 可 盾 于 ei 天 (0。 
其 次 . 设 a 是 B 中 任 一 非 极 小 元 素 , 由 引 理 1 小 于 它 的 让 小 元 存在 , 设 全 体 为 
Creal 

一 etter 显然 bx<a， 
若 4<<a, 则 ba 隆 0( 否 则 ,将 推 由 a<:6)。 于 是 由 引 理 1 有 概 小 元 素 ej 人 Bu。 国 为 bu<a. 责 
以 6。 三 a, 因 比 ej 是 en*…*,e4 中 一 个 。 

设 ej 二 eul1 近 [入 录 。 因为 6j 二 6y 之 ba ,所 以 C64}ew 二 ej 而 eb 二 en( 因 为 ev-ey 二 一 es 
=b 两 边 鲜 ej 即 得 ), 帮 Ca)eib 一 ey; 即 ey 一 (85)aew 二 0, 于 盾 , 故 8 一 a 有 即 4 二 ei 十 … 十 es 得 证 。 

再 证 表示 唯一 。 

设 又 有 #% 一 上 一 下 er 是 不 同 表 示 。 不 和 妨 设 的 不 在 6 ”ea 中 出 再。 于 是 在 “一 六 十 …… 十 
ex 陋 边 用 oh 乘 ,得 ev=eni 在 na 一 扣 十 … 十 ex 两 边 用 e 习 ,得 cna=0, 这 样 ena=0 了 矛盾 ,证 毕 。 
推论 1 车 (B,. ,十 :一 ,0 是 布尔 代数 ,其 基 序 为 ae, 则 拉 十 ez 十 十 es 一 1。 

推论 2 有 限 布尔 代数 的 直 底 是 唯一 的 
定义 设 (B，. ,十 ,一 ,0,1) 是 布尔 代数 ,sy 35 其 B 中 一 组 元 束 . 设 5 是 关于 SI 人 
的 所 有 多 项 式 的 集合 ， 
ra 


其 中 1 所 沪 所 7 让 三 jp 入 #0 ,ry 或 为 5 或 为 5 ,不 难 证 明 ; (5，,. ,十 .一 ,0,1) 是 布尔 代数 ,我 
们 称 此 布尔 代数 为 由 {5 ysr} 生 成 的 布尔 代数 。 

定义 设 X…,X, 是 一 组 文字 ,于 是 文字 串 XTLX2…XY 称 为 关于 天 .X 的 一 个 极 小 
项 ,其 中 必 或 为 0, 或 为 17 一 1 ms 

关于 布尔 代数 B 中 一 组 元 素 5s，… 5, 的 极 小 项 就 是 关于 5, 、……s, 的 极 小 项 ,并 规定 


0 党 
St = 


今 8 


极 小 项 性 质 : 
《1) 疾 本 4 灾 元 极 小 项 共 2 个 (因为 看 有 个 位 置 ,每 位 置 可 取 0 或 1)， 
(2) 对 每 个 极 小 项 , 答 在 一 个 召 中 0,t 组 成 的 :元 值 组 :代入 该 极 小 项 后 值 汐 1 .不 同 极 
小 项 对 应 的 那个 # 元 值 组 术 同 ,于 是 ,每 个 极 小 项 唯一 对 应 -个 二 进 制 数 . 改 为 十 进 
制 是 p. 此 极 小 项 沁 为 zy ,关于 sm 的 多 项 范式 即 为 一 些 极 小 项 的 和 。 
定义 ”布尔 代数 凸 中 一 组 左 素 相册, 称 为 互相 独立 的 .如 果 关 于 它们 的 所 有 极 小 项 
都 不 为 。 
定理 4 没 五 是 布尔 代数 ,3 4 是 其 中 一 组 三 相 独 立 的 元 束 , 设 4 是 田 14 .4， 
生成 的 布尔 代数 ,于 是 对 村 4 中 任意 元 来 a, 部 而 唯一 地 表 成 一 个 闫 十 沪 ,…,4, 的 多 项 范式 。 
证 时,( 先 证 能 形成 ?对 十 中 任意 “由 生成 定义 ,w 可 表 为 关于 入 ,… ,的 多 项 式 .车 其 
中 林 天 记 不 是 报 小 项 .各 人 少 和 的 是 A: 可 引 C4 二 A (An 二 As) .再 用 分 配 律 婚 开 即 


136 离散 数学 


化 之 为 极 小 项 和 。 

(再 证 唯一 性 ) 车 不 然 ,G, 电 是 4 的 岗 种 不 同 的 多 项 范式 , 则 人 宇 少 有 菜 极 小 项 ww; 或 在 避 不 
在 吾 中 ;或 在 召 不 在 G 中, 不妨 假 定 是 前 者 ,注意 不 同 的 极 小 项 相 梯 为 零 ,这 时 在 a=C 两 边 
乘 mi 得 ,a 二 (Gm 二 m+ 在 4 二 瑟 两 边 葬 加 ;得 am; 一 《 吾 )ir; 二 0, 这 样 m= 二 0 政 盾 ， 

推论 设 至 是 布尔 代数 ,4 是 由 直 相 独立 元 素 :4;，…，A,) 生 成 的 布尔 代数 ,于 是 关于 
入 ,A 的 名 个 极 小 项 zm,，… ,mi 是 布尔 代数 4 的 基底 。 

定理 5 设 4 是 由 互相 独立 的 元 素 {A41,… ,A, :生成 的 布尔 代数 ,于 是 4 中 所 有 极 小 元 素 
就 是 关于 4 ,*…,A, 的 所 有 极 小 项 。 

证 明 ; 由 定理 3,4 的 基底 是 所 有 极 小 泡 素 ,由 定理 4, 及 其 推论 得 4 的 基底 是 所 有 极 小 
项 ,基底 是 叭 一 确定 的 , 故 所 有 极 小 元 素 是 所 有 极 小 项 。 

定义 设 (B,. ,一 ,，,0,1) 和 (5S,A,，V .一 ,a,P) 是 两 个 布尔 代数 ,8 到 5 的 映射 了, 称 为 
两 个 布尔 代数 辣 的 同志 映射 ,如 果 对 任意 a,bEB, 有 

flab) = fa) A f(D) 
fla— b= fa) ¥ fw) 


f(a) = f(a) 
f0)=a 
t= 


显然 ,A(B) 蚌 5S 的 子 代数 , 称 布尔 代数 太 B) 是 布尔 代数 B 的 同 坊 系 , 如 打 B 到 S 上 的 同 
态 映 射 了 是 一 对 一 映射 , 刚 称 为 司 构 映 射 , 也 称 吾 与 S 同 称 。 
引 理 2 设 了 是 布尔 代数 (B,. ,十 ,一 :0,1) 到 布尔 代数 (S,A,VY ,一 ,ce;9) 的 -- 个 映射 。 
如 果 对 任意 a,5E B, 都 有 
ap = fla) A f(b) 
Fe) = fa) 
则 了 是 五 到 S 的 同 态 映 射 。 
引 理 3 设 了 是 布尔 代数 (8,, .十 ,一 :01) 到 布尔 代数 (S,A,Y ,一 ,ep) 的 一 个 映射 。 
如 果 对 任意 2,5E B, 都 有 
flab) = fla) A fb) 
Fa 一 有 一 je) ¥ f(6) 
则 CACB) ,AY ,一 ,70) .AD) 是 一 个 布尔 代数 , 旦 了 是 吾 到 关 吾 ) 的 同 态 映射 。 其 中 一 是 关 
于 .上 0) .fA(1) 的 余 运 算 。 
引 理 4 设 (B., :十 ,一 ;0,1) 和 (人 S.A,Y :一 ;8,8) 是 两 个 布尔 代数 。f 是 8 到 S 上 的 映 
射 。 如 果 对 任意 a.5E5, 都 有 
Feb) = fa) A f(b) 
flat+h) = fla) yy fp) 
则 .ff 是 B 到 S 上 的 同 态 映射 。 
定理 6 如 果 两 个 有 限 布尔 代数 的 维 数 相同 , 则 这 两 个 代数 辣 构 。 
证 明 ; 设 布尔 代数 (8.. .十 .一 .0.1) 和 (SS.A.V .一 ,a.8B) 都 是 维 的 ,其 基 瑟 分 别 为 6。). 
oe, 


作 B8 到 5S 的 映射 f 如下: 
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(1) J (2) 
> ae 一 > ， af Au, 
i=1 i=1 


其 中 : 0 是 十 … 十 a, 的 缩写 ; 6 是 如 VV 的 缩写 ， 


ey] 
多 二 0 或 1: 
9 所 有 一 1 
2， 二 1 
则 不 难 验证 是 一 对 一 上 映射 且 f(8)=5， 
下 面 证 明 同 态 人 性 . 设 
二 Se 
pis Sp 
于 是 
je ks 
fb) = DPA iw 
所 以 


Ja 十 0) 一 fi (wa 十 Br)e) 


一 > (ut BY A ua) 


= (af V PD) A wu) 
i—] 


= [To Au)jy (Fg A a 
1 一 1 i=1 
= fla) ¥ FOOD) 
间 理 可 证 : 
ap) = fla) 大 70D) 
由 引 理 4 知 : 召 与 S 癌 构 。 
定理 7 任意 % 维 布尔 代数 (8,. .十 .一 ,0.1) 与 开关 代数 (B,,. ,上 ,一 .0..1.) 同 构 。 
证 骨 : 因 为 (1.0, :0).(0,1,0, 0) ,er,(0.……,0,1)n 个 向 量 是 5 的 一 组 基底 . 战 B， 
是 维 的 ,由 定理 6 知 ,8 与 B, 间 构 。 
定理 8(Stone 定理 ) ”任意 有 限 布尔 代数 (B,. ,十 .…- .0,1) 与 某 个 集合 5 的 圳 集合 做 成 
的 布尔 代数 (pCS), 门 ,UU .一 ,ff,5) 同 构 。 
证 阴 ; 设 布尔 代数 上 B 的 基底 为 enoe. 令 集合 5 二 fey.e,i ,显然 .布尔 代数 C605) .mn 
UU ,~ .$15) 的 基底 为 {er}, {ee} ,fej. 故 pl3) 是 入 维 的 ,由 定 建 6.8 与 p(S) 回 构 ， 
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习 是 


1， 设 (8，… ,十 ， .0;1) 是 布尔 代数 ,定义 8B 上 两 种 代数 运算 如 下 : 
aPDE= (aa) — (ab) 


aXb=ab 
于 是 , 称 代数 (8,X 四) 为 布尔 环 。 证 明 ;: 在 布尔 环 中 .有 如 下 性 质 ， 
1) afPa=0 
2) a 引 0 一 a 
3) aB1=a 


4d) aX PY)= (tax)Duxe) 
5) 2 一 ad 一 0 

站 》 aPb=aDs 

7)aT6=aDs=aDe 

8) 车 aXb=0, 刚 a 了 b= 二 a 一 上 

9) 若 4 时 c=b69c; 则 a=65 

2. 证 有 明 : $5 中 引 理 2,3,4 

3, 设 (B,. ,十 ,一 :0:1) 旦 (22 十 1) 维 布尔 代数 ,为 任意 自然 数 人 天 0) , 若 B 中 元 素 ai、 
am 是 吾 的 生成 元 素 , 则 wa 互相 不 独立 。 

4. 设 (8,. ,十 ,一 ,0,1) 是 * 维 布尔 代数 ,基底 为 6，*ew 3 昆 吾 的 六 维 子 代数 (ms。 
证 明 ;3 的 基底 必 是 如 下 闫 个 元 束 : 将 ep…e 重新 个 某 种 排列 .然后 分 割 成 只 眉 . 每 蝶 元 素 
相 加 所 得 之 mw 个 元 素 。 

5. 在 布尔 代数 中 ,证 明 下 询 等 式 : 

1) 2 十 (da 一 & 十 如 
2) uluah) mab 

3) 《eg 十 人 ep) 一 
d) aid) uth) =a 
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